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sistema de ecuaciones

Resumen

Un sistema de n ecuaciones y m inc◆ognitas se puede escribir de la forma Ax = b, tal que

A es una matriz de n⇥m asociada al sistema, con b 2 Rn
y x 2 Rm

. Adem◆as, [A b] es la

matriz ampliada del sistema.

Forma Escalonada (F.E.):

1. a1;1 6= 0.

2. Si el pivote de la �la i est◆a en la columna j, entonces el pivote de la �la i+1 est◆a en la

columna k, tal que j < k.
3. Las �las nulas est◆an al �nal de la matriz.

Forma Escalonada Reducida (F.E.R.):

1. Est◆a en la F.E.

2. Todos los pivotes son iguales a 1.

3. Los vectores columna que contienen pivotes son can◆onicos.

Operaciones Fila:

1. Tipo I: Intercambiar dos �las: Fi $ Fj.

2. Tipo II: Multiplicar una �la por un escalar no nulo: Fi ! �Fi.

3. Tipo III: Sumar a una �la, un m◆ultiplo escalar de otra: Fi ! Fi + �Fj.

Un sistema Ax=b es homog◆eneo si b = ~0 y no homog◆eneo si b 6= ~0. El sistema es

consistente si tiene soluci◆on (◆unica o in�nita) e inconsistente si no tiene soluci◆on.

Para el caso b = ~0, el sistema es consistente y de soluci◆on ◆unica si la F.E. de A tiene m
pivotes; de lo contrario es consistente y de in�nitas soluciones.

Para el caso b 6= ~0, el sistema es consistente y de soluci◆on ◆unica si y s◆olo si la F.E.R. de

[A b] tiene m pivotes, si tiene menos es consistente y de in�nitas soluciones. El sistema es

inconsistente si y s◆olo si la F.E.R. de [A b] tiene una �la de la forma [0 ... 0 ↵], donde ↵ 6= 0.
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Ejercicios

1. Sean v1, v2 2 Rn
. Demuestre que fv1, v2g es L.I. si y s◆olo si fv1� 2v2, 5v2� v1g es L.I.

2. Demuestre que si v3 es combinaci◆on lineal de v1 y v2, entonces:

hfv1, v2, v3gi = hfv1, v2gi

3. Encuentre una matriz A tal que:

A

2

664

x
y
z
w

3

775 =


x� y

x+ y + 2w

�

4.Demuestre que si un sistema de ecuaciones tiene dos soluciones distintas, entonces tiene

una cantidad in�nita de soluciones.

5. Encuentre la forma escalonada reducida y el rango de las siguientes matrices:

a) A=

0

BB@

1 0 1 �2

3 0 0 1

4 4 0 2

1 2 0 �3

1

CCA b) B=

0

BB@

�2 2 0 0 1

�2 0 4 2 1

0 2 1 1 �3

�1 1 1 0 �1

1

CCA

c) C=

0

@
2 �2 1

�1 0 �1

1 0 3

1

A d) D=

0

@
1 1 1 2 1

0 �1 �4 0 �1

2 �3 3 0 �4

1

A

NOTA: Para revisar los resultados pueden ocupar el siguiente comando en Matlab:

A = [1 0 1 -2;3 0 0 1;4 4 0 2;1 2 0 -3]

rref(A)
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6. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

(a)

x2 � x3 = 2

x1 + 2x2 + x4 = 8

2x1 + 2x2 + x3 = 11

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 11

(b)

x1 + x3 � x4 = 0

x1 + 3x3 � 3x4 = 0

2x1 + x2 + x4 = 0

x2 + 2x3 � x4 = 0

7. Encuentre la soluci◆on general del siguiente sistema de ecuaciones.

�x1 + 3x2 + 2x4 = 1

4x1 � 12x2 + 2x3 � 4x4 = �4

�7x1 + 21x2 + 2x3 + 18x4 = 7

NOTA: Para comprobar los resultados de los ejercicios la forma Ax=b con Matlab:

x = Anb

8. Determine si existen valores de a 2 R tal que el sistema Ax = b:

(i) no tenga soluci◆on (ii) tenga soluci◆on ◆unica (iii) tenga in�nitas soluciones, donde

A=

2

664

1 0 2 1

1 1 1 �2

1 1 0 �2

0 1 �1 a

3

775 y b=

2

664

0

1

a
1

3

775
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Ayudant◆⇣a Examen - ◆Algebra Lineal
valores y vectores propios

Resumen

Valores Propios

Se dice que � 2 R es un valor propio de A si se cumple lo siguiente:

jA� �Ij = 0

Vectores Propios

Se dice que �i es un vector propio asociado a un valor propio �i si se cumple lo siguiente:

A�i = ��i

Esto signi�ca que para obtener el vector propio asociado se debe resolver:

�i = ker(A� �I)

Multiplicidad Algebraica

Es la multiplicidad como raiz del valor propio en el polinomio caracter◆⇣stico. En otras

palabras, es el n◆umero de veces que aparece repetido el valor propio.

Multiplicidad Geom◆etrica

Es la dimensi◆on de ker(A� �I). En otras palabras, es el n◆umero de vectores propios

asociados a un vector propio.
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Diagonalizaci◆on

Una matriz A es diagonalizable si:

✏ Se puede expresar de la forma A = V DV �1.

✏ Para cada valor propio, la multiplicidad algebraica es igual a la multiplicidad
geom◆etrica. Es decir, tiene n vectores propios L.I.

✏ El polinomio caracter◆⇣stico tiene n raices reales y distintas. Es decir, tiene n valores
propios distintos.

Notas

✏ No todas las matices son diagonalizables.

✏ Una matriz diagonalizable no es necesariamente invertible. No tiene relaci◆on.

✏ Una matriz A no es invertible si y s◆olo si 0 no es un valor propio asociado.

✏ En una matriz A sim◆etrica, los valores propios de A son iguales a los de AT .

✏ En una matriz A sim◆etrica, si todos los valores propios son positivos, signi�ca que
A en positiva de�nida.

✏ La suma de los valores propios asociados a una matriz A son la suma de los
elementos de la diagonal de dicha matriz.

✏ El producto de los valores propios asociados a una matriz A son el determinante
de la matriz A.
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Ejercicios

1. Ker Complicado. Sea A=

2

4
0 ↵ ↵
↵ 0 ↵
↵ ↵ 0

3

5 con ↵ 2 R.

a) Decida justi�cadamente si A es diagonalizable.
b) Calcule ker(A� � ↵�I), donde � 2 N.

SOLUCI◆ON:

Una forma para demostrar que A es diagonalizable es mostrar que se puede descomponer
en: A = PDP�1. Es decir, debemos comprobar que cada valor propio tiene un vector
propio asociado.

Partimos buscando los valores propios:

jA� �Ij =

������

�� ↵ ↵
↵ �� ↵
↵ ↵ ��

������
= ��(�2 � ↵2)� ↵(�↵�� ↵2) + ↵(↵�+ ↵2) = 0

! jA� �Ij = �(�+ ↵)2(�� 2↵) = 0.

) �1 = �2 = �↵ y �3 = 2↵

Ahora buscamos el vector propio asociado a cada valor propio:

ker(A+ ↵I) !

2

4
↵ ↵ ↵
↵ ↵ ↵
↵ ↵ ↵

3

5 ⇠

2

4
↵ ↵ ↵
0 0 0
0 0 0

3

5

) ker(A+ ↵I) = h

2

4
0
�1
1

3

5 ,

2

4
�1
0
1

3

5i

ker(A� 2↵I) !

2

4
�2↵ ↵ ↵
↵ �2↵ ↵
↵ ↵ �2↵

3

5 ⇠

2

4
↵ �1=2↵ �1=2↵
0 ↵ �↵
0 0 0

3

5
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) ker(A� 2↵I) = h

2

4
1
1
1

3

5i

Entonces, como cada valor propio tiene un vector propio asociado, podemos a�rmar que
A es diagonalizable.

Ahora, buscamos ker(A� � ↵�I):

De la parte anterior, sabemos que A se puede descomponer en: A = PDP�1, con

D =

2

4
�↵ 0 0
0 �↵ 0
0 0 2↵

3

5 y P =

2

4
0 �1 1
�1 0 1
1 1 1

3

5

Por lo tanto, A� se puede escribir de la siguiente forma:

A� = (PDP�1)(PDP�1)(PDP�1):::(PDP�1) =� veces

Adem◆as, como sabemos que PP�1 = P�1P = I podemos llegar a que:

A� = PD�P�1

Calculamos A� � ↵�I:

A� � ↵�I = PD�P�1 � ↵�PP�1

! A� � ↵�I = P (D� � ↵�I)P�1

Entonces, el c◆alculo de ker(A� � ↵�I) se reduce a calcular ker(P (D� � ↵�I)P�1),
pero cabe destacar lo siguiente:

ker(A� � ↵�I) ! (A� � ↵�I)�!x =
�!
0

ker(P (D� � ↵�I)P�1) ! (P (D� � ↵�I)P�1)�!x =
�!
0 ! (D� � ↵�I)�!y =

�!
0

Donde �!y = P�1�!x .

Nota: P no se considera en el ◆ultimo c◆alculo, ya que no in�uye. P es una matriz formada
por vectores LI.
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Calculamos ker(D� � ↵�I):

D� � ↵�I !

2

4
(�↵)� 0 0

0 (�↵)� 0
0 0 (2↵)�

3

5�

2

4
↵� 0 0
0 ↵� 0
0 0 ↵�

3

5

!

2

4
[(�1)� � 1]↵� 0 0

0 [(�1)� � 1]↵� 0
0 0 [2� � 1]↵�

3

5

Notamos que debemos analizar para � par e impar:

� par:

D� � ↵�I !

2

4
0 0 0
0 0 0
0 0 [2� � 1]↵�

3

5

! ker(D� � ↵�I) = h

2

4
1
0
0

3

5 ,

2

4
0
1
0

3

5i ) ker(A� � ↵�I) = h

2

4
0
�1
1

3

5 ,

2

4
�1
0
1

3

5i

� impar:

D� � ↵�I !

2

4
�2↵� 0 0
0 �2↵� 0
0 0 [2� � 1]↵�

3

5

! ker(D� � ↵�I) = h

2

4
0
0
0

3

5i ) ker(A� � ↵�I) = h

2

4
0
0
0

3

5i
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2. Demostraci◆on con Valores Propios. Sea A3⇥3, una matriz sim◆etrica que tiene los
siguientes valores propios:

�1 = ↵

�2 = �

�3 = � + 3

Donde ↵; � 2 R y � > ↵.

Demostrar que existe un � 2 R y determinar las condiciones necesarias para que la matriz
A� (3� � 2�)I sea negativa de�nida.

SOLUCI◆ON:

Otra forma de ver la clasi�caci◆on de matrices, es analizar los valores propios de la matriz
en cuesti◆on.

En este caso tenemos ya sabemos cuales son los valores propios de A. Ahora, como A es
sim◆etrica tambi◆en sabemos cuales son los valores propios de A� (3� � 2�)I:

A ! �1 = ↵, �2 = � y �3 = � + 3

A� (3�� 2�)I ! �1 = ↵� (3�� 2�), �2 = �� (3�� 2�) y �3 = �+3� (3�� 2�)

Finalmente:

�1 = ↵ + 2� � 3�, �2 = 3� � 3� y �3 = 3� � 3� + 3

Ahora, para que A�(3��2�)I sea negativa de�nida cada valor propio debe ser negativo:

�1 < 0 ! � > 1=3↵ + 2=3�

�2 < 0 ! � > �

�3 < 0 ! � > � + 1

Con lo anterior notamos que existe un � 2 R que cumple lo pedido, y la condici◆on va a
ser que � > � + 1.
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3. Vector Propio defectuoso. Sea A:

A =


2 �2
2 6

�

Calcular eA
2�I .

SOLUCI◆ON:

Para resolver este tipo de ejercicios, lo mejor es ver si A es diagonalizable. Para eso vamos
a hacer lo t◆⇣pico, valores y vectores propios, pero ahora vamos a obtener los estos valores
de una manera diferente:

Tr(A) =
nX

i=1

�i Det(A) =
nY

i=1

�i

En este caso tenemos:

�1 + �1 = 8 �1 � �2 = 16

) �1 = �2 = 4

Ahora buscamos los vectores propios:

ker(A� 4I) !

�2 �2
2 2

�
⇠


1 1
0 0

�

Tenemos un problema, ya que para 2 valores propios s◆olo tenemos un vector propio,
multiplicidad algebraica mayor a multiplicidad geom◆etrica. Por lo tanto, no podemos
diagonalizar A ya que tenemos un vector propio defectuoso.

Pero no todo es tan malo, ya que tenemos otra opci◆on. En un comienzo nosotros quer◆⇣amos
llegar a una matriz de la forma:

A =


� 0
0 �

�

Y podemos notar que A es similar a una matriz J, llamada forma can◆onica de Jordan,
que es de la forma:
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J =


� 1
0 �

�

Entonces, vamos a poder escribir A de la siguiente forma:

A = PJP�1

Hay que destacar que P no es igual a la matriz de vectores porpios inicial (V).

Ahora comenzamos a resolver de forma an◆aloga al caso normal, s◆olo que ahora lo vamos
a hacer en detalle.

AP = PJ

[Ap1jAp2] = [�p1jp1 + �p2]

! Ap1 = �p1 ) (A� �I)p1 = 0

! Ap2 = p1 + �p2 ) (A� �I)p2 = p1

Calculamos p1 y p2.

De la primera parte del ejercicio podemos obtener p1:

p1 =


1
�1

�

Ahora p2:

(A� 4I)p2 = p1 !

�2 �2
2 2

�
� p2 =


1
�1

�

p2 =


�1=2
0

�

Finalmente:

P =


1 �1=2
�1 0

�
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Por lo tanto:

A =


1 �1=2
�1 0

� 
4 1
0 4

� 
0 �1
�2 �2

�

Ahora calculemos eA
2�I :

eA
2�I = P � eJ2�I � P�1

Partimos calculando eJ :

eJ = exp

⇢
4 1
0 4

��
= exp

⇢
4 0
0 4

�
+


0 1
0 0

��
= exp

⇢
4 0
0 4

��
� exp

⇢
0 1
0 0

��

eJ =


e4 0
0 e4

�
�

8
>>><

>>>:


1 0
0 1

�
+


0 1
0 0

�
+

0z }| {
1

2!


0 1
0 0

�2
+ : : :

9
>>>=

>>>;
=


e4 0
0 e4

� 
1 1
0 1

�

eJ =


e4 e4

0 e4

�

A continuaci◆on eJ
2
:

eJ
2
=


e4 e4

0 e4

� 
e4 e4

0 e4

�
=


e8 2e8

0 e8

�

Y ahora eJ
2�I :

eJ
2�I =


e8 � e 2e8

0 e8 � e

�
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Finalmente, calculamos eA
2�I :

eA
2�I =


1 �1=2
�1 0

� 
e8 � e 2e8

0 e8 � e

� 
0 �1
�2 �2

�

eA
2�I =


1 �1=2
�1 0

� 
�4e8 e� 5e8

2e� 2e8 2e� 2e8

�

eA
2�I =


�3e8 � e �4e8

4e8 5e8 � e

�
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4. Descomposici◆on Espectral. Para una matriz An⇥n sim◆etrica que cumpla:

A = V DV T

y que su matriz de vectores propios sea ortogonal, se dice que tiene descomposici◆on
espectral si puede escribirse de la siguiente forma:

A =
nX

i=1

�i�i�
T
i

Dada la siguiente matriz A, encontrar su descomposici◆on espectral.

A =

2

4
3 1 1
1 3 1
1 1 3

3

5

SOLUCI◆ON:

Lo primero que vamos a hacer es diagonalizar A. Para eso, partimos buscando los valores
propios:

jA� �Ij =

������

3� � 1 1
1 3� � 1
1 1 3� �

������
= 0

Para obtener los valores propios podemos simplemente sacarlos de la forma tradicional o
analizar los ejercicios anteriores para ver que en algunos casos hay m◆etodos m◆as simples.

Del primer ejercicio sabemos que los valores propios son:

�1 = �2 = �↵ y �3 = 2↵ = en este caso, con ↵ = 1

Adem◆as como A es sim◆etrica, podemos ver el segundo ejercicio y notar que tenemos:

A+ 3I ! �1 = �2 = �↵ + 3 y �3 = 2↵ + 3

Finalmente:

�1 = �2 = 2 y �3 = 5
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Ahora, buscamos los vectores propios:

ker(A� 2I) !

2

4
1 1 1
1 1 1
1 1 1

3

5 ⇠

2

4
1 1 1
0 0 0
0 0 0

3

5

) ker(A� 2I) = h

2

4
0
�1
1

3

5 ,

2

4
�1
0
1

3

5i

ker(A� 5I) !

2

4
�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

3

5 ⇠

2

4
1 �1=2 �1=2
0 1 �1
0 0 0

3

5

) ker(A� 5I) = h

2

4
1
1
1

3

5i

Hay que recordar que P es ortogonal, por tanto debemos veri�car que los vectores que la
forman sean ortogonales y luego normalizar. Notamos que �1 y �2 no son ortogonales,
por eso vamos a ocupar Gram-Schmidt para tener vectores ortogonales:

�2 =

2

4
�1
0
1

3

5� 1

2

2

4
0
�1
1

3

5 =

2

4
�1
1=2
1=2

3

5 !

2

4
�2
1
1

3

5

El ◆ultimo cambio fue s◆olo para que sea m◆as f◆acil normalizar. Ahora normalizamos:

�1 =
1p
2

2

4
0
�1
1

3

5 �2 =
1p
6

2

4
�2
1
1

3

5 �3 =
1p
3

2

4
1
1
1

3

5

Finalmente, la descomposici◆on espectral de A esta dada por:

A = 2 � 1
2

2

4
0
�1
1

3

5 ⇥
0 �1 1

⇤
+ 2 � 1

6

2

4
�2
1
1

3

5 ⇥
�2 1 1

⇤
+ 5 � 1

3

2

4
1
1
1

3

5 ⇥
1 1 1

⇤
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5. Sucesiones In�nitas. Sea A2⇥2 una matriz que cumple lo siguiente:


xn+1

xn

�
= A �


xn

xn�1

�
8 n 2 [2;1[

Adem◆as, se de�ne recursivamente la sucesi◆on de la siguiente forma:

xn+1 = 5=4xn � 1=4xn�1 C:I: ! x1 = 1 y x0 = 0

Entonces, se pide mostrar:

i) Si la sucesi◆on converge o no. Si llegase a converger, determinar el vector al cual converge.
ii) Si la convergencia o divergencia de la sucesi◆on depende de las condiciones iniciales.

SOLUCI◆ON:

Lo primero que debemos hacer es buscar la matriz A. En este caso se puede obtener por
una simple inspecci◆on:


5=4xn � 1=4xn�1

xn

�
= A �


xn

xn�1

�
! A =


5=4 �1=4
1 0

�

Ahora buscamos valores propios analizando la traza y el determinante de A:

! �1 = 1=4 y �2 = 1

La b◆usqueda de vectores propios tambi◆en es trivial:

! �1 =


1
4

�
y �2 =


1
1

�

Diagonalizamos A:

A = V DV �1 ! A =


1 1
4 1

� 
1=4 0
0 1

� 
�1=3 1=3
4=3 �1=3

�
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Ahora debemos notar lo siguiente:

A �


xn

xn�1

�
=


xn+1

xn

�

A2 �

xn�1

xn�2

�
=


xn+1

xn

�

...

An �

x1

x0

�
=


xn+1

xn

�

Adem◆as:

An = V DnV �1 ! An =


1 1
4 1

� 
(1=4)n 0

0 (1)n

� 
�1=3 1=3
4=3 �1=3

�

n ! 1

An =


1 1
4 1

� 
0 0
0 1

� 
�1=3 1=3
4=3 �1=3

�
=


4=3 �1=3
4=3 �1=3

�

Es claro que la sucesi◆on converge sin importar el valor de las condiciones iniciales.

Finalmente, buscamos el vector al cual converge la sucesi◆on:


xn+1

xn

�
= An �


x1

x0

�
=


4=3 �1=3
4=3 �1=3

� 
1
0

�
=


4=3
4=3

�
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ortogonalidad

Resumen

Ortogonalidad

u y v son ortogonales si su producto interno es cero.

u � v = 0

Conjuntos Ortogonales y Ortonormales

✏ Conjunto Ortogonal: Sea S = fv1; v2; :::; vng ! vi � vj = 0.

✏ Conjunto Ortonormal: Sea S ortogonal y kvik = 1.

Matrices Ortogonales

Una matriz A es una matriz ortogonal si es cuadrada y tiene columnas ortonormales.

Una matriz ortogonal cumple:

✏ A~u � A~v = ~u � ~v
✏ kA~vk = k~vk

Nota: A este tipo de matrices no se les llama matrices ortonormales.
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Proyecciones

✏ U � U? = Rn

✏ P: Proyecci◆on ortogonal en U

✏ P: Proyecci◆on ortogonal en U?

✏ Im(P ) = U ker(P ) = U?

✏ Im(Q) = U? ker(Q) = U

Matriz de Proyecci◆on

✏ P +Q = I

✏ P = B(BTB)�1BT

Matriz de Re�exi◆on

✏ R = 2P � I

✏ R2 = I

✏ RT = R

Gram-Schmidt

Es una forma de transformar una base no ortogonal (U) en una base ortogonal (V).

v1 = u1

v2 = u2 �
✓
u2v1
v1v1

◆
v1

v3 = u3 �
✓
u3v1
v1v1

◆
v1 �

✓
u3v2
v2v2

◆
v2

2



M◆⇣nimos Cuadrados

Se pretende minimizar la expresi◆on kA~x� bk. Para eso, debemos proyectar ortogonal-
mente a A~x sobre b, por lo tanto debemos resolver:

ATA~x = AT b

Nota: Si ATA es invertible, el problema anterior se reduce a:

~x = (ATA)�1AT b

Notas

✏ Los conjuntos ortogonales son L.I.

✏ Si A y B son matrices ortogonales AB tambi◆en es una matriz ortogonal.

✏ Una matriz con columnas ortonormales, pero no cuadrada no es llamada matriz
ortogonal.

✏ Normalizar un vector vi signi�ca que su m◆odulo debe ser igual a 1. En la pr◆actica,
signi�ca que hay que dividirlo por kvik.

✏ ker(AT ) = Im(A)?

✏ ker(AT ) ? Im(A)

✏ dim(S � S?) = n

3



Ejercicios

1. Regresi◆on Lineal. Se ha hecho un estudio que mide el grado de respuesta de ciertas
personas (b) frente a 2 tipos de est◆⇣mulos (a1; a2).

En la siguiente tabla se adjuntan los datos:

b a1 a2
2 1 0
1 0 0
3 0 1

Para determinar el grado de respuesta esperado, se ha usado el siguiente modelo:

b = ↵0 + ↵1a1 + ↵2a2

Entonces, se pide calcular los par◆ametros ↵0, ↵1 y ↵2 mediante el m◆etodo de m◆⇣nimos
cuadrados para obtener la ecuaci◆on del modelo.

SOLUCI◆ON:

Debemos resolver:

ATA~x = AT b

donde:

A =

2

4
1 1 0
1 0 0
1 0 1

3

5 b =

2

4
2
1
3

3

5 ~x =

2

4
↵0

↵1

↵2

3

5

Calculamos ATA:

ATA =

2

4
3 1 1
1 1 0
1 0 1

3

5

Siempre conviene revisar si ATA es invertible, ya que en algunos casos resulta muy f◆acil
resolver estos problemas.

En este caso, ATA es invertible, ya que jATAj = 1 6= 0. Por lo tanto vamos a calcular la
inversa y el problema se va a reducir a s◆olo una multiplicaci◆on de matrices.
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(ATA)�1 =

2

4
1 �1 �1
�1 2 1
�1 1 2

3

5

Entonces, debemos calcular:

~x = (ATA)�1AT b

~x =

2

4
1 �1 �1
�1 2 1
�1 1 2

3

5 �

2

4
1 1 1
1 0 0
0 0 1

3

5 �

2

4
2
1
3

3

5

~x =

2

4
0 1 0
1 �1 0
0 �1 1

3

5 �

2

4
2
1
3

3

5

Finalmente, tenemos:

2

4
↵0

↵1

↵2

3

5 =

2

4
1
1
2

3

5

Y la ecuaci◆on del modelo ser◆⇣a:

b = 1 + a1 + 2a2
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2. Proyecci◆on Ortogonal. Dada la siguiente informaci◆on:

~� =

2

4
1
2
�2

3

5 V = h

2

4
1
1
1

3

5 ,

2

4
�1
0
1

3

5 ,

2

4
0
1
2

3

5i

Determinar la proyecci◆on del vector ~� sobre el subespacio V.

SOLUCI◆ON:

Lo primero que debemos hacer es veri�car que el subespcio tenga s◆olo elementos L.I.
Es claro que en V hay un vector L.D., por lo tanto debemos eliminar el tercer vector.

A continuaci◆on, debemos resolver AT~� = ATA~x, donde A es una matriz formada por las
bases de V.

V = h

2

4
1
1
1

3

5 ,

2

4
�1
0
1

3

5i ! A =

2

4
1 �1
1 0
1 1

3

5

Resolvemos AT~� = ATA~x :


1 1 1
�1 0 1

�
�

2

4
1
2
�2

3

5 =


1 1 1
�1 0 1

�
�

2

4
1 �1
1 0
1 1

3

5 � ~x


1
�3

�
=


3 0
0 2

�
� ~x

) ~x =


1=3
�3=2

�

Como ya tenemos ~x, ahora debemos encontrar P (~�) :

P (~�) = A � ~x =

2

4
1 �1
1 0
1 1

3

5 �


1=3
�3=2

�
=

2

4
11=6
1=3
�7=6

3

5

6



A continuaci◆on buscamos Q(~�) :

~� = P (~�) +Q(~�) ! Q(~�) =

2

4
1
2
�2

3

5�

2

4
11=6
1=3
�7=6

3

5 =

2

4
�5=6
5=3
�5=6

3

5

Por lo tanto ya tenemos las proyecciones:

Proyecci◆on de ~� sobre V : P (~�) =

2

4
11=6
1=3
�7=6

3

5

Proyecci◆on de ~� sobre V? : Q(~�) =

2

4
�5=6
5=3
�5=6

3

5

Finalmente comprobamos que P (~�) y Q(~�) sean ortogonales:

P (~�) �Q(~�) =
⇥
11=6 1=3 �7=6

⇤
�

2

4
�5=6
5=3
�5=6

3

5 = 0

Nota: Cuando se debe proyectar, es mejor hacerlo primero sobre el espacio que tenga
menor dimensi◆on, ya que es m◆as f◆acil.

7



3. Dimensiones. Sea A una matriz que cumple lo siguiente:

dim(ker(A)) = 3

AT

2

664

1
0
0
1

3

775 =

2

66664

0
0
0
0
0

3

77775
AT

2

664

0
1
1
0

3

775 =

2

66664

0
0
0
0
0

3

77775

Determinar:

i) Las dimensiones de Im(A), Im(AT ) y ker(AT ).
ii) Para Im(A), una base ortonormal.

SOLUCI◆ON:

Primero debemos ver cuales son las dimensiones de A y AT :

A es de 4⇥ 5 ! dim(ker(A)) + dim(Im(A)) = 5

AT es de 5⇥ 4 ! dim(ker(AT )) + dim(Im(AT )) = 4

Hay que recordar que dim(Im(A)) = dim(Im(AT )).

Por lo tanto tenemos:

dim(ker(A)) = 3

dim(ker(AT )) = 2

dim(Im(A)) = 2

dim(Im(AT )) = 2

Ahora, como sabemos que ker(AT ) = Im(A)?, podemos decir lo siguiente:

Im(A) = ker(AT )? =

*
2

664

1
0
0
1

3

775 ;

2

664

0
1
1
0

3

775

+
?
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Buscamos 2 bases para Im(A):

Im(A) =

8
>><

>>:

2

664

1
0
0
�1

3

775 ;

2

664

0
1
�1
0

3

775

9
>>=

>>;

Notamos que estas bases son ortogonales entre si, asique lo ◆unico que falta es
normalizarlas:

Im(A) =

8
>><

>>:

2

664

1=
p
2

0
0

�1=
p
2

3

775 ;

2

664

0
1=
p
2

�1=
p
2

0

3

775

9
>>=

>>;
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4. Matriz de Re�exi◆on. Sea A:

A =

2

4
1 2 3
2 4 6
4 8 12

3

5

Calcular la matriz de proyecci◆on sobre Im(A)? y la matriz de re�exi◆on.

SOLUCI◆ON:

Primero, debemos notar que Im(A) tiene una menor dimensi◆on que Im(A)? (1 < 2).

Por lo tanto, es mejor trabajar con Im(A), ya que tiene menos trabajo involucrado.

Nota: Im(A) e Im(A)? son subespacios ortogonales, y hay que recordar que cumplen:
P +Q = I, por lo tanto da lo mismo con cual trabajar.

Volviendo al ejercicio, tenemos lo siguiente:

Im(A) = h

2

4
1
2
4

3

5i

Calculamos la matriz de proyecci◆on sobre Im(A):

QIm(A) =

2

4
1
2
4

3

5 �

0

@⇥
1 2 4

⇤
2

4
1
2
4

3

5

1

A
�1

�
⇥
1 2 4

⇤

QIm(A) =
1

21

2

4
1 2 4
2 4 8
4 8 16

3

5
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Ahora buscamos la matriz de proyecci◆on sobre Im(A)?:

PIm(A)? = I �QIm(A) =
1

21

2

4
20 �2 �4
�2 17 �8
�4 �8 5

3

5

Finalmente, la matriz de re�exi◆on:

R = 2PIm(A)? � I =
1

21

2

4
19 �4 �8
�4 13 �16
�8 �16 �11

3

5
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