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Ayudantia N°1 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
EC. SEPARABLES, FAMILIAS ORTOGONALES Y MODELOS

Resumen

Ecuaciones Separables

Se dice que una ecuacién diferencial de primer orden, de la forma

dy _ g(x)
dr ~ hy) M

es separable o de variables separables.

Ahora bien, si y = ¢(x) representa la solucién de (1), se debe cumplir

hp(x))¢ (z)dx = [ g(x)dx (2)
/ /

Pero dy = ¢'(x)dz, de modo que la ecuacién (2) es lo mismo que

/ h(y)dy = / g(e)dx 6 H(y)=G(x)+C (3)

donde H(y) y G(z) son las antiderivadas de h(y) y g(z) respectivamente.

NOTA: En estos casos siempre se debe tener presente las soluciones especiales.

Familias Ortogonales

Dos familias de curvas son ortogonales si en cada punto de interseccién entre las curvas, las rectas

tangentes forman dngulo /2. Para que dos rectas sean ortogonales, el producto de sus pendientes
debe ser -1. ;Cuél serfa el procedimiento si el dngulo es diferente a 7/27
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Algunos Modelos

Ley de Enfriamiento de Newton

Ley de Stefan

Crecimiento Exponencial

Decaimiento Exponencial

Formacion de Sustancias Quimicas

dx(t)

dt

Logistico

= —rz(t)



Ejercicios

1. Ecuacién Separable. Resolver la siguiente ecuacién:

y/ — y2 _ 1
Solucién
Notamos que es una ecuacién separable.
dy 2 dy
— =y -1 — =d
de 7 y2—1 o

Ahora, debemos recordar las soluciones especiales. Podemos hacer el paso anterior sélo si y?—1 # 0.
Por lo tanto las soluciones especiales de este ejercicio son:

y(z) = 1
y(@) = -1

Separamos en fracciones parciales y luego integramos:

2 2
—dy =dr — Ly/ — Ly/ =dzr
(y—D+1) y—1 y+1
dy/2 dy/2 1 —1
/y/ _/y/ :/dm — flny =x+C

y—1 y+1 2 y+1
—1 —1

In |2 =2x+0C) — Y = 2@+0)
y+1 y+1
y—l_iezc 2 _, y_leezx
y+1 y+1

Acabamos de encontrar lo que se llama. solucién implicita.



Ahora buscamos la solucién explicita:

y—1 B Ae?®
y+1—(y—1) 1— Ae2

Finalmente la solucién explicita es:

2A

y=1-T—=



2. Trayectorias Ortogonales. Determine la familia curvas perpendiculares a la familia z(t) =
Ae!, ademés haga un bosquejo del campo de pendientes de ambas familias y determine las soluciones
de las ecuaciones para la condicién inicial z(0) = 2.

Solucion

Sabemos que para que dos familias sean ortogonales, el producto de sus pendientes debe ser —1.
Entonces, para la familia z(t) = Ae!. Buscamos su pendiente my1, la cual es trivial:

dx(t
my = di ) = z(t)
Ahora, como sabemos que mj - mo = —1, debemos encontrar mo que cumpla:
dx(t) 1
mo = =——
2T dt z(t)

——— = —t+C

Ocupamos la condidién inicial y obtenemos las siguientes curvas:

1. z(t) = 2¢
2. w(t) = £v/A— 21

PROPUESTO:
Repita el ejercicio anterior, pero esta vez ocupe mi = Ae en vez de my = x(t).
. Tiene sentido lo pedido?
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3. Compra de helados. Pedrito estd disfrutando junto a su familia un dia en la playa, el dia
esta soleado a una temperatura ambiente de 25°C. Debido al calor, la mamé& de Pedrito lo manda a
comprar helados a un negocio cercano y le advierte que tiene que traerlos antes que se derritan(suponga
que se empiezan a derretir a 10°C'). Pedrito compra los helados, que estaban almacenados en un
congelador a 2°C'. En ese mismo instante se encuentra con un amigo y conversan por 4 minutos, donde
se da cuenta que la temperatura de los helados subio en 7°C'. ;Cuanto tiempo se tiene que demorar
Pedrito en llevar los helados a su familia para que éstos no se derritan?

Solucion

Lo primero que debemos hacer es determinar el modelo a ocupar, en este caso, es la ley de enfri-
amiento de Newton:

T'(t) = K(Ty — T(t))

Sabemos que Ty = 25°C' y que la condicién inicial es T'(0) = 2°C. Ahora resolvemos la ecuacién
para luego ocupar las condiciones.
dT'(t)

= = k(25— T(1))

dT(t)

V)
25 — T(t)

Integramos:

—In(25 - T(t)) =kt+C — T(t)=25— Ae "

Ocupamos la condicién inicial:

T0)=25—Ae* — 2=925-4 - A=23

Sélo falta determinar k, para eso ocupamos la condicién adicional T'(4) = 9°C:

23

T(4) =25 —23¢ % — k= —0,25In(16/23)

Resumiendo, el modelo para el caso de los helados es de la siguiente forma:

T(t) — 925 _ 2360’25 In(16/23)-t



Finalmente, determinamos el tiempo ty que necesita Pedrito para llevar los helados sin que se
derritan.

T(to) = 10°C:
. , 2510
T(t()) — 25 - 2360,251n(16/23) to — 6(],251 (16/23) to — T
In(15/23)
to=4-——12 w4
0 In(16/23) ~
to ~ [4 : 43]

Por lo tanto, Pedrito debe demorarse menos de 43 segundos para llevar los helados a su familia sin
que se derritan.



4. Epidemia de sarampién. En 2008, una epidemia de sarampién afectéd a un pequeno pueblo
al sur de Suiza, donde luego de un anélisis, se pudo determinar que la difusién de la epidemia se puede
modelar logisticamente:

W) _ ky(t) (1 - y;?)

donde y(t) representa la cantidad de habitantes infectados pasados t dias. Al inicio de la epidemia,
de los mil habitantes s6lo habian 50 infectados. Después de dos dias el niimero de infectados aumenté a
320.

a) ;Cudl es el nimero de habitantes que estaran infectados después de cinco dias?

b) ;Cudntos dias tienen que pasar para que la mitad de la poblacién esté infectada?

Solucion

Primero resolvemos la ecuacién logistica:

Ocupamos fracciones parciales:

1 1/M B
<y<t> T y(t)/M> dy(t) = kdt

Integramos:

ut) | O
TRy yi 7 R Sy Ty Vi

In

Ya tenemos la solucién implicita. Es una buena opcién para aplicar la condicién inicial y luego la
condicién adicional.



y(0) = 50:

50 1000
40 5 oa=""
1-50/1000 ¢ 19
y(2) = 320:
820 1000 4 1 (152
1-320/1000 19 © “o M\ 17
Buscamos la solucién explicita:
y(t) 1000z (%)t )= 1000
—y(t)/1000 + y(1)/1000 ~ 19 4 3 m(32) Y 1+ 19¢— 3 n(57)t

a) Sélo debemos evaluar en la condicién y(5) = yo, donde yq es la cantidad de habitantes conta-
giados al quinto dia.

y(5) = yo:

1000
o e WY

Tras el quinto dia van a haber aproximadamente 927 habitantes contagiados.

b) Para este caso tenemos que evaluar en la condicién y(tg) = 500, donde t( es el tiempo transcur-
rido hasta que se contagia la mitad de la poblacién.

y(to) = 500:

1 1 152 1
500 = 000 S — —=1In i to=In| —
1+ 196*5111(*7) 0 2 17 19

_ —2In(1/19)

— 9
" In(152/17) /69

Para que la mitad de la poblacién esté infectada, deben transurrir aproximadamente 2 dias 16
horas y 30 minutos.

10
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Ayudantia N°2 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
ECUACIONES EXACTAS, LINEALES Y HOMOGENEAS

Resumen

Ecuaciones Exactas!

Una ecuacién diferencial M (z,y) + N(z,y) es una diferencial exacta en una regién R del plano zy
si corresponde a la diferencial de alguna funcién f(z,y). Una ecuacién diferencial exacta de primer
orden es de la forma:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1)

Criterio: Sean continuas M (x,y) y N(x,y), con derivadas parciales continuas en una regién rect-
angular, R, definida por a < x < b, ¢ < y < d. Entonces, la condicién necesaria y suficiente para que
M(x,y)dx + N(x,y)dy sea una diferencial exacta es que:

oM  ON

= &)

y Oox

Método de Solucién: Dada una ecuacién como (1), se determina si es vélida (2). Si se cumple,
existe una funcion:

0
o M)

Podemos determinar f si integramos M (z,y) con respecto a x, manteniendo y constante:

fay) = / Mz y)dz + o(y) (3)
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en donde la funcién arbitraria g(y) es la constante de integracion. Ahora derivamos (3) con respecto
a y y suponemos que df /0y = N(z,y):

(;‘;; = (Z/M(m,y)da:-i-g/(y) = N(z,y)

Esto da

y@szm—%/mew (4)

Por ltimo, integramos (4) con respecto a y y sustituimos el resultado en (3). La solucién de la
ecuacién es f(z,y) = C.

Ecuaciones Lineales?

Una ecuacién diferencial de primer orden, de la forma:

Wy Payy = 1) )

es una ecuacion lineal estandar.

Método de Solucién: Dada una ecuaciéon como (5), lo primero que se debe hacer es identificar P(x)
y luego buscar el factor integrante:

€f P(z)dz

A continuacién, se multiplica (5) por el factor integrante:

efP(a:)dm% + P((L‘)@f P(:p)d:vy _ efP(a:)dmf(x) _ % [efP(x)dmy} _ ef P(:p)dxf('r)

Integramos:

efP(x)dzy _ /6fP(x)dmf($)dx

Finalmente la solucién a (5) estd dada por:

y = e—fP(x)dx/ef P(I)dxf(,ﬂ})d.%'

Nota: No es necesario memorizar la iltima ecuacién, sino que entender el procedimiento.
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Ecuaciones Homogéneas

Una ecuacién como (1) es homogénea si M (z,y) y N(x,y) son funciones homogéneas de orden a.
En otras palabras, la ecuacion se puede escribir de la siguiente forma:

x*M(y/z)dx + 2*N(y/z)dy =0

M(y/z)dz + N(y/z)dy =0 (6)

Nota: Recuerde que hay que verificar las soluciones especiales, z(y) = 0.
Hacemos el cambio de variable u = y/z y reemplazamos en (6):

M (u)dz + N(u)[zdu + udz] = 0

[M(u) + uN(u)]dz + 2N (u)du = 0 (7)

De donde se aprecia que (7) es separable, por lo tanto, luego de resolverla se aplica nuevamente el
cambio de variable u = y/x y se obtiene la solucién.



Ejercicios
1. Ecuaciones. Resolver la siguiente ecuaciones:

a) 2%y = 2zy? + 2%y
b) (1 + dxy® + yz) dxr + (6x2y2 + 2$y) dy=20

oy +y=2z* y0)=1

Solucion

a) Escribimos la ecuacién de la siguiente forma:

d 2xy? + 22 d 2y
ay _ vy + a7y N ﬁzi_Fg
dx x3 dx 2

8

Notamos que la ecuacién es homogénea, podemos ocupar el cambio de variable: u = y/x.
Y = ux:
dy  2y* y

d
==+= = x—u+u:2u2+u
dv  z2 =z dx

Ahora, la tltima ecuacién es separable.

du dzx -1
— = 5 — =1 C
2u2 x 2u nlz|+

Finalmente reemplazamos u = y/z nuevamente para obtener la solucién:

. —X
Y= oMz + O)



b) Comprobamos si la ecuacién es exacta o no. Para eso, ocupamos (2):

0

3 (1+4ay® + y?) = 12zy* + 2y (8)
9 2 2 2

2 (62%y” + 2zy) = 12zy* + 2y (9)

Es claro que (8) y (9) son iguales, por lo tanto, la ecuacién es exacta. Ahora, para resolver la
ecuacién buscamos f segin (3):

flz,y) = / (1 + day® + y2) dzx + g(y)
f(@,y) = (z+ 20" + 2y®) + g(y) (10)

Derivamos (10) con respecto a y y lo igualamos a N(z,y):

of (z,y)

oy (62%y* + 2zy) + ¢'(y) = 62°y° + 2zy

Apreciamos que ¢'(y) = 0, por lo tanto, g(y) = K, entonces:
flz,y) =2z +22%° + 2> + K =C

A la constante C' — K la vamos a llamar Cj. Finalmente la solucion es:

x + 22°%y3 + zy? = Cy



c¢) Notamos que es una ecuacién lineal, por lo tanto debemos buscar P(z) y luego determinar el
factor integrante. P(x) es uno, por lo tanto, el factor integrante es e®. Entonces, multiplicamos la
ecuacién por e”:

Integramos:
e’y = /emedaj (11)

En el lado derecho de (11) tenemos una integral que podemos resolver por partes:

/exedas = e%r? — 2/6mxdas = e%z? — 2 {e””:c — /exdm} +C

Entonces:

/exx2dm = e"2% — 2e"2 4 2¢° + C (12)

Reemplazamos (12) en (11):

'y = e"r® —2e"x + 2" + C
y=Ce % +a2% -2 +2
Ahora ocupamos la CI y(0) =1 en la ecuacién anterior:
y0)=C+2=1 = C=-1

Finalmente, la solucion es:

y=—e"+a’—2z+2



2. Ecuacion Exacta. Resuelva la siguiente ecuacion:

(—2z7 '+ 92y)de+ (z7y -y +62%)dy =0

con el método de ecuaciones exactas. Si la ecuacién no es exacta, ocupe un factor integrante de la
forma u = z®y? para resolverla.

Solucién
Primero vemos si la ecuacién es exacta o no. Para eso, ocupamos (2):
— (=27 +9zy) = 9z (13)
— (:E_ly_l —y 4 6;U2) =z 2y 4122 (14)
Claramente (13) y (14) son distintas, por lo tanto, debemos ocupar el factor integrante:
2%y? (=27t + 9zy) do + 2%yP (a7 'y~ =y~ + 62%) dy = 0
(—xo‘_lyﬁ + 9x0‘+1y’3+1) dr + (aco‘_lyﬁ_1 — x4 6x°‘+2y’3) dy =0 (15)

Para determinar los pardmetros « y 3 para que (15) sea exacta, ocupamos nuevamente (2):

0
o (_waflyﬁ 4 gxa+1y,8+1> — Bz Al 4 98 + 1)96““3/8 (16)

0
p (x“_lyﬁ_l — %Pl 4 6w°‘+2y5> = (a0 — D) 2yt —az® 1P 4 6(a + 2)22 TP (17)
x

Igualamos (16) y (17):
_ﬁxa—lyﬁ—l + 9(5 + l)xO‘Hy’B _ (a o 1)xa—2y,8—1 _ axa—ly,a—l + 6(a + 2)xa+1yﬁ

By 9B+ )= (a— 1z %y ' —axly T +6(a+2)z

(1-a)z 2y 4 (= Bty + (—6a+98 -3)z =0 (18)



Para que la ecuacion sea exacta se tiene que cumplir (18), y la tinica opcién para eso es que el lado
derecho como el izquierdo sean nulos.

Buscamos los valores de a y 3:

l—a =
a—pfp =
—6a+95-3 = 0

La solucién del sistema anterior es («, 5) = (1, 1), por lo tanto, el factor integrante es p(z,y) = zy
v la ecuacién seria:

(—y +92°y?) dz + (1 — 2 + 62°y) dy = 0

Ahora, para resolver la ecuacién buscamos f segin (3):

fa) = [y 9292 de+ gl0)
fla,y) = (—zy + 32%%) + g(y) (19)

Derivamos (19) con respecto a y y lo igualamos a N(z,y):

({)fg;y) = (—x + 6x3y) +dy)=1-—x+ 62>y

Segtin lo anterior ¢’(y) = 1, por lo tanto, g(y) = y+ K. Eso nos da que f(z,y) = y—zy+323y*+ K.
Finalmente la solucién es:

fle,y)=C — y—ay + 323y? = C — K = cte.



Pontificia Universidad Catélica de Chile Felipe Yanez Lang
Facultad de Matemaéticas fnyanezQ@uc.cl
MAT1640 - Ecuaciones Diferenciales 21 de Marzo de 2011

Ayudantia N°3 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
BERNOULLI

Resumen

Ecuaciones Bernoulli
Una ecuacién diferencial de primer orden, de la forma:

D4 Py = fa" )

es una ecuacion Bernoulli.
Cabe destacar que cuando n = 0 la ecuacién es lineal y cuando n = 1 es separable.

Método de Solucién: Cuando n es diferente a los casos propuestos anteriormente, debemos tratar
de modificar la ecuacion a alguna que sepamos resolver. En este caso, podemos apreciar que la ecuacion
(1) es muy parecida a una ecuacién lineal, por lo tanto, debemos tratar de eliminar el término y".
Para eso, multiplicamos la ecuacién por (1 —n)y~", obteniendo:

(1- n)y‘”@ + (1 =n)y "P(x)y = f(x)y"(1—n)y "

dr
(1= % (1= )Py = (1 m) ()
1-n
W (= mPa)y " = (- n)f() )

Dado el resultado de (2), lo mejor es hacer el cambio de variable v = y'~", obteniendo asi una
ecuacion lineal:

(=) P(a)u = (1-n)f() (3)

La ecuacion (3) se resuelve para u y finalmente se hace el cambio y = uwl/(=") para obtener la
solucién de la ecuacién (1).



Ejercicios

1. Homogénea/Exacta. Resolver la siguiente ecuacion:

(z+y)dz — (y —z)dy =0 y(1) =1

ocupando dos métodos diferentes.

Solucion

Método 1: Escribimos la ecuacién de la siguiente forma:

(@+y)de = (—z+y)dy — = (Hy) dx::c(—1+ y) dy
x x
Notamos que la ecuacién es homogénea, podemos ocupar el cambio de variable: u = y/x.

Y = UL:

(1 + %> de = (—1 + %> (xdu+udr) — (—u®+2u+1)dr = (u—1)zdu
x T
Ahora, la dltima ecuacién es separable:

dz 1—wu
— = ——du
x u2 —2u—1

Hacemos un cambio de variable v = u? — 2u — 1, dv = 2(u — 1)du.

dx 1 1
= —%dv — Inl|z| = —§1n|v| +C

— ln\x]:—%ln|u2—2u—1‘+0

— :L’_2:A(u2—2u—1)



Reemplazamos u = y/x:
27 = A((y/x)’ - 2y/z) - 1)

— B=9y*—2xy—2a?

Aplicamos la condicién y(1) = 1:

B=1-2-1=-2

Finalmente:

Y —2zy — 2% = -2 (4)

Método 2: Reescribimos:

(x+y)de+ (z—y)dy =0

Notamos que la ecuacién parece ser exacta. Comprobamos si lo es:

0
@(174'3/)—1
0
%(1’—9)—1

Es claro que son iguales, por lo tanto, la ecuacién es exacta. Ahora, para resolver la ecuacién
buscamos f:

f(z,y) = /(ﬂf +y)dz + g(y)

2

flzy) = <$2 + :vy> +9(y) (5)



Derivamos (5) con respecto a y y lo igualamos a N(x,y):

0
fg;’y) =r+gy)=v—-y

Apreciamos que:

N |

J)=—y — gly)=-

Entonces:

Aplicamos la condicién y(1) = 1:

C=1/24+41-1/2=1

Finalmente:

Aprecciamos que (4) y (6) son la misma solucién a la ecuacién planteada.



2. ;Bernoulli?. Resuelva los siguientes ejercicios sabiendo que t > 0:

a) t%—3x:x5 z(l)=1

b) tccll—f—31::t5 z(l) =1

Solucién
a) Esta ecuacién es Bernoulli, ya que el término z(¢) es no-lineal. Dado esto debemos eliminar el

término 2° para asf llegar a una ecuacién lineal y asf poder resolver el ejercicio.

Primero reescribimos la ecuacién y luego multiplicamos por el factor (1 —n)z™" = —4z~>
dx r  x° dx=4 r4
— —3—-=— = 12— = ——
a0t a

Ahora, hacemos el cambio de variable u = x4

du U 4
— 4+ 12— =—-
dt * t t

Esta ecuacion es lineal con P(t) = 12/t, por lo tanto, inferimos que el factor integrante es

S Pt _ 12 [1/tdt _ 12Int _ Int'? _ 412

Multiplicamos la ecuaicién por el factor integrante:

d
P28 oty gt 12, = —4/t11dt

dt

1 1
tPu=—-t?4+C - u=-—-+Ct"

3 3

Ahora, reemplazamos u = %
1 3t12
—4 —12 4

=——+Ct — =—
T + T 30 _ 12

3
Aplicamos la condicién inicial y obtenemos que C' = 4/3. Finalmente:
V/3t3
r= —
V12 — 3t12



b) Esta ecuacién es lineal, bastante simple. Si ecribimos la ecuacién como en a), notamos que
P(t) = —3/t, por lo tanto, el factor integrante es t~>. Dado todo lo anterior, obtenemos:
dx
3= 3t =t - tPr= /tdt
dt

2

3 _t t° 3
t .1‘:54‘0 — $:§+Ct

Aplicamos la condicién inicial y obtenemos que C' = 1/2. Finalmente:



3. Péndulo. Otra aplicacion de la reduccion de orden puede encontrarse en algunos sistemas fisicos,
tales como sistemas masa-resorte, circuitos eléctricos, etc. A continuacién se presenta un péndulo, el
cual no tiene roce:

Entonces, se pide plantear la ecuacién de movimiento del sistema con una ecuacién diferencial de
primer orden.
Solucién

Del dibujo es trivial encontrar las ecuacién de movimiento. Ocupamos la segunda ley de Newton
para hacer la sumatoria de fuerzas:

mLO = mg cos()

Dado lo anterior, lo que queremos hacer es integrar 6 para llegar a una ecuaciéon de primer orden.
Para eso, es evidente que debemos multiplicar la ecuacién anterior por 6:

=9 N Lgr_ 9
0 G—LCOS(G) 0 — 29 =7 sin(6)

Finalmente:

=22 o)
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Ayudantia N24 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Resumen

Teorema de Existencia y Unicidad'

Dado el siguiente problema de valor inicial:

% = f (iU, y) (1)
y(zo) = o
Sea R una regién rectangular del plano xy, definida por [a,b] x [c,d] C R?, que contiene al punto
(z0,y0) € R. Si f(z,y) y Of /Oy son continuas en R, entonces existe un intervalo abiero I, centrado en
xo, y una funcién tdnica, y(x) definida en I, que satisface el problema de valor inicial expresado por la
ecuacién (1). A continuacién podemos ver la interpretacién geométrica del TEU:

7 (o yo)

El resultado anterior es uno de los teoremas mas comunes de existencia y unicidad para ecuaciones
de primer orden, ya que es bastante facil comprobar los criterios de continuidad de f(x,y) y 0f/0y.

!Definicién extraida del libro Ecuaciones Diferenciales 6 Ed. - Dennis G. Zill



Ejercicios
1. TEU. Dadas las siguientes ecuaciones:

d
a) 270 — 3y =1

dx
b) %:\/xQ—I—y

determine (cuando corresponda) todos los puntos donde las ecuaciones pueden tener mas de una
solucion.

Solucién
a) Notamos que es un polinomio, por lo tanto es claro que f(x,y) y fy(x,y) son continuas, y

podemos afirmar que existe una solucién tinica en un intervalo I, centrado en un punto xg.

b) Definimos f(z,y) = \/2?+ vy, de donde podemos apreciar que la funcién es continua para
cualquier valor. Por lo tanto, podemos afirmar la existencia de alguna solucién por todos los puntos

(70, %0)-

Analizamos unicidad, para eso derivamos f y obtenemos:

of(ey) 1
dy 222 +y
Claramente tenemos problemas cuando y = —x2, entonces, por TEU podemos afirmar unicidad

de solucién en todos los puntos no pertenecientes a la parabola y = —z2.

Ahora buscamos las soluciones. Para el caso de un par de puntos (zo,yo) que pertenecen a la
pardbola y = —z2, vamos a tener que ¥ = 0 lo que significa la solucién para este caso es y(z) = C.

Para un caso en que el par de puntos (xo, yo) no esten en la pardbola, vamos a poder obtener otra
solucién al resolver la ecuacion planteada. En este caso no es necesario resolver, por lo tanto, asumimos
que la solucién es de la forma ¢(z) y concluimos que una segunda familia de curvas estd dada por:

y=vVar+ty — y=e)



2. Exacta. Encuentre todas las familias de curvas f(x,y) que hacen que la ecuacién:

(2%y + zy)dy + (vy* + yh(y))dz = 0

sea exacta, luego resuelva la ecuacion.

Solucion

Analizamos las condiciones para que la ecuacién sea exacta:

OM (z,y) 0

) _ 0 (0o s i) = 203+ 1) + 41 @
(wzi(x2y+xy) =2zy+y (3)

Es claro que (2) y (3) tienen que ser iguales para formar una ecuacién exacta, por lo tanto, bus-
camos h(y) que cumpla lo anterior:

2zy + h(y) + yh'(y) = 22y +y

W) + ;h<y> —1

Apreciamos que la tltima ecuacién es lineal, donde es trivial obtener el factor integrante. Procede-
mos a resolver la ecuacion:

A
Y (4)

Sabemos que toda familia h(y) de la forma obtenida en (4) sirve para que la ecuacién incial sea
exacta. Por lo tanto, reemplazamos (4) en M (z,y) y obtenemos que M (x,y) = xy? + y%/2 + A.



Ahora, para resolver la ecuacién buscamos f segun lo visto en la ayudantia 2:

flz,y) = / (xy2 +y2/2+A) dx + g(y)

2,,2 2
f(.y) = (”32‘1’ +o- Aw) +9()

Derivamos (5) con respecto a y y lo igualamos a N(z,y):

8fg;’ Y = (2% + 29) + ¢ (y) = Py + 7y

Apreciamos que ¢'(y) = 0, por lo tanto, g(y) = B, entonces:

x2y2 T 2

f(x,y):T+%+Ax+B=c

A la constante (C' — B) la vamos a llamar D. Finalmente la solucién es:

2.2 2
7y zy

—— 4+ —=—+Cx=D
2+2—|—x



3. Intervalos. Dado el siguiente problema de valor inicial

& — 9z —2)(x+1)
2(0) =0

determine el intervalo de definicién (a, b) de la ecuacién. Ademads, calcule lim,_, ,+ x(t) y lim,_,;— x(t)

Solucion

Resolvemos el PV I, que es una ecuacion separable

dx dx
— =2z —-2)(z+1) — m:%t

dt

Ahora, debemos recordar las soluciones especiales, que en este caso nos van a determinar los puntos

donde la funcion es constante. Claramente estas son

Separamos en fracciones parciales y luego integramos
d dz/2  dz/2
Y TN z/ — z/ = 6dt

(x —2)(x +1) r—2 xz+1

/dMQ_/dW2:/6ﬁ LT
z+1

r—2 z+1
Aplicamos la condicién inucial z(0) = 0 y obtenemos que A = —2. Reemlazamos el valor de A y
continuamos con la resolucién:
z—2 o —2¢0 T—2 2
r4+1—(z—2) 1428 3 24e
Por lo tanto, la solucién es:
6
2(t) = 2+ =0t



2. Formalmente:

Ahora, analizamos el intervalo de definicién del PV I. Lo primero que notamos es que z(t) estd aco-
tado entre —1 y 2. Es decir, cuando t — +oo x(t) = —1 y cuando t — —oo x(t)

Finalmente, presentamos un grafico del ejercicio:
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Ayudantia N25 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
PREPARACION 11

Ejercicios

1. Familia de curvas. En el ejercicio 2 de la ayudantia 1 se tenfa que buscar una una familia
perpendicular a la familia x(t) = Ae!, con la condicién inicial z(0) = 2. Ahora, se pide que encuentre
una expresién para la familia de curvas que intersectan a la familia z(t) = Ae! con condicién inicial
2(0) = 2 en un dngulo arbitrario . Luego evaliie la expresién para encontrar una interseccién de /4.

Hint:
t —t
tan(a — B) = an(a) — tan(p)
1 + tan(«) tan(p)
Solucion
Tal como se encontré en el ejercicio 2 de la ayudantia 1, podemos deducir que z'(t) = x(t).

Planteamos un grafico para poder analizar mejor la situacion:

x 10

x(t)

x'(t)

Imponemos que el angulo que forme la pendiente de la curva sea «. Entonces a partir de eso, es
facil notar que la pendiente estd dada por tan(«). Ademds, sabemos que z/(t) = z(t), por lo tanto,
z(t) = tan(a).



Ahora, vemos que tiene que pasa con las pendientes de las 2 familias, por eso, vamos a hacer un
grafico de lo que necesitamos:

x 10

M

LTI & ]

Ya tenemos que z(t) = tan(«), linea roja, deducimos que la linea azul tiene que ser z’(t) = tan(f).
Asi se cumple que v = a — 8. Ocupamos el hint:

tan(a — §) = tan(a)) — tan(p)

_x(t) — (1)
1+ tan(a) tan(B) = tan()

14 a(t) - 2/(t)

1y @(t) —tan(y)
vlt) = x(t) - tan(y) + 1

La ecuacién anterior es separable:

1 tan?(7y) + 1
() 7(0) ~ tan()

x(t) - tan(y) + 1
x(t) — tan(y)

dx(t)=dt — tan(y)- (1 + > dx(t) = dt

Integramos:

tan?(y) + 1 .
tan(y)

tan(7y) - (x(t) + In[z(t) — tan(’y)]) =t+C

La familia de curvas que intersecta en un angulo « es:
tan(7y) - 2(t) + csc?(v) - In[z(t) — tan(y)] =t + C
Entonces, para buscar un angulo de interseccién de 7/4 simplemente debemos reemplazar v = m/4:

z(t) +2Infz(t) — 1] =t+C

Reemplazando la condicién inicial obtenemos:

z(t) +2Infz(t) — 1] =t +2



2et, que forman un angulo de 7 /4:

Ahora, vamos a graficar la curva anterior con x(t)
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2. Ecuaciéon Auténoma y TEU. Dado el siguiente PVI:

(- et
xz(0) = =2

determine los puntos de equilibrio y clasifiquelos. Luego, haga un grafico de la solucién del PVI y
ademds, calcule limy_, oo 2(¢) y Hmy, o z(t).

Solucion
Los puntos de equilibrio son aquellos en los que 2/(¢) = 0. Del primer término tenemos z(t) = —1
y x(t) = 1, luego e + 1 # 0 en R y siempre mayor que cero, finalmente del tltimo término tenermos
x(t) = —3. Ahora, vamos a plantear las lineas de fase para ver como se comporta z’(t):
— (00—
De lo anterior podemos apreciar que z(t) = —3 es un repulsor o fuente(inestable), z(t) = —1 es

un atractor o sumidero(estable), y por ultimo z(t) = 1 es nuevamente un punto de equilibrio inestable.

Ahora gréficamos x(t) considerando la condicién inicial:

e IR TR R G ERR

) el I 1nit

SHINHERN i |
I 1 15

“_x‘.\taExH.n»1{n»Ex‘.\{axxln‘.n»ltln»Ex‘.\{nxltn»Lux

g R ARBITRUITEH TR

[T TR A

A0 5 [ 5 10t

Viendo el grafico y aplicando el TEU, podemos afirmar que la solucién encontrada es tnica en R,
una regién rectangular del plano xy, definida por [—oo, 00] x [—3,—1] C R2, que contiene al punto
(0,—2) € R. Finalmente, es claro que los limites pedidos son:

tl}eroox(t) =1
t—lil—noox(t) =3



3. Factor integrante. Resolver:
(6zy> + 823y°)dx + (5a2y? + Tzy)dy = 0

ocupando un factor integrante de la forma u(z?y).

Solucion

Como debemos ocupar el factor integrante, podemos definir M* = uM y N* = uN. De lo anterior,
es claro que si ocupamos el lema de Schwartz vamos a tener (uM ), = (ulN),.

= uyM +uMy = u; N + ulN,
donde u; = v’ - 2xy y uy = v’ - 2?

Reemplazamos lo que encontramos en la tltima ecuacién:
u' (623> + 82°9°) + u(18xy? + 4023y*) = o/ (10239 4 142°y°) 4+ u(10xy? + 282°y*)
u' (42393 + 6259°) = u(8xy? + 1223y")

22393 (2 + 32%y?)
day?(2+32%7)

Esté ecuacién es separable. Por otro lado, como debemos integrar con respecto a 2y hacemos un
cambio de variable para que sea mas claro:

u'-xzy:2u — u-r=2u

du dr

—=2— - u=r?
U r

" u($2y) = x4y2

Planteamos la ecuacion encontradas:

(625y° + 8z"y")dx + (525y* + 728y%)dy = 0



Nunca estd de mas comprobar que la ecuacion encontrada sea efectivamente una ecuacién exacta.
Ocupamos el Lema de Schwartz para comprobar lo anterior:

oM
OM(x,y) = 3025yt + 5627y" (1)
dy
ON
(CC, y) — 30x5y4 4 56x7y6 (2)
T

(1) y (2) son iguales, por lo tanto, el factor integrante que encontramos era el correcto.

Ahora, para resolver la ecuacién buscamos f:

fla,y) = / (62°y° + 8zTy") dx + g(y)
fla,y) = (2% +2%") +9(y) (3)
Derivamos (3) con respecto a y y lo igualamos a N(z,y):

8f(83;y) = (525" + 2%y + ¢/ (y) = 5aSy? + T2y

Apreciamos que ¢'(y) = 0, por lo tanto, g(y) = B, entonces:
flz,y) =2%P° +28% "+ B=A
A la constante (A — B) la vamos a llamar C'. Finalmente la solucién es:

2Sy° +2%y" = C



4. Mezcla de sustancias. Dos sustancias quimicas A y B reaccionan para formar una nueva
sustancia C. La formacién de 7 kg. de C requiere de 5 kg. de A y 2 kg. de B. Suponga que inicialmente
hay 70 kg. de A, 30 kg. de B, 0 kg. de C'y que 1 hora més tarde se han formado 10 kg. de C. Determine
la cantidad de C que se ha formado hasta el instante ¢ (en horas).

Solucion

Ocupamos el modelo para reacciones quimicas:

dft) < 4y aox(t)> < By— box(t)> (4)

dt co Co

Ahora, debemos reconocer los pardmetros:

Cantidad inicial de A: Ag = 70kg.

Cantidad inicial de B: By = 30kg.

Cantidad de sustancia A que se requiere para la reaccién: ay = 5kg.

= Cantidad de sustancia B que se requiere para la reaccién: by = 2kg.

Cantidad de sustancia C que se forma por la reaccién: ¢y = 7kg.

Ademas, tenemos las siguientes condiciones:
» Condicién Inicial: (0) = Okg.
» Condicién Adicional: z(1) = 10kg.

Planteamos el modelo ocupando (3):

d;fiit) . (70 _ ?z(t)> (30 - ?z(ﬂ)

dx(t)

10
= 1o F(98 = 2(£)(105 — (t))

Es claro que es una ecuacién separable y que debemos ocupar fracciones parciales antes de integrar:

dx(t)
(98 — x(t))(105 — x(t))

- ! 1 10
7 <98 —(t) 105 - x(t)) da(t) = 7 gkdt

10
= 4—9kdt




Integramos:

105 —z(t)| 10
In|—> "N _ 27
n’QS—m(t)' 7kt—|—C’

o8 —a() ¢

Ocupamos las condiciones del modelo. Cabe destacar que primero debemos ocupar la condicién
inicial para determinar A y luego la condicién adicional para determinar k.

z(0) = 0:
105 -0 10 105
= Ae7 k0 A=
98_o ¢ 7 98
(1) = 10:
105710105 wpr g Ty (138
98 —10 _ 98 10 “\132

Reemplazamos los datos obtenidos:

105 — z(t) _ 105 jn(133),
98 —x(t) 98

105 — () 105¢n(352)¢
1

Sélo falta despejar x(t):

1 — en(i33)t
13

—  a(t) =98-105

98 — 105¢m(353)t
Finalmente la cantidad C es:
1— eln(%)t 132t — 133t
t) = 10290 = 10290
#0 98 — 105 (13t 98 - 132t — 105 - 133t
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Ayudantia N26 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR I

Resumen

Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior

Una ecuacién lineal de orden superior es de la siguiente forma:

d"y(x)

dn
y($) +>an—l(1ﬁ 47iEE:TAf+>...+>a1(x)

dx™

an ()

Para nuestro estudio, nos conviene escribirla asi:

d"y(z)
dx™

d"y(x)
dxn—l

dy(z)
dx

+ bp—1(x) +...+bi(x) + bo(x) y(x) = h(x)

Debemos recordar que una ecuacién de orden n estd sujeta a n condiciones iniciales:

d"y (o) d" 1y (o) y(wo)
W_yn_l W—yn—Q d =y y(@o) =yo

Pincipio de Superpisocion
Para una ecuacién lineal homogénea de orden n, ec. (1) con h(x) = 0, que tiene soluciones

yi(), y2(2), -5 yr(@)

se puede afirmar que la combinacion lineal

y(x) =ciyi(x) + c2y2(x) + ... + cr yp ()

es solucién a la ecuacién (1), donde ¢y, ca, ..., ¢, son constantes arbitrarias.



Clasificacién

A partir de (1), podemos hacer las siguientes distinciones:

» Homogeneidad: Basicamente si h(z) = 0 se habla de una ecuacién homogénea y si h(x) # 0 se
habla de una ecuacién no homogénea.

» Constantividad de Coeficientes: Si todos los términos b;(x) no dependen de = se habla de una
ecuacién de coeficientes constantes, por otro lado, si existe algin término b;(x) que dependa de
x, se habla de una ecuacién de coeficientes no constantes.

Por lo tanto, a partir de lo anterior podemos clasificarlas 4 tipos de ecuaciones diferenciales como
muestra el siguiente dibujo:

Homogénea
” h(x)=0
Coeficientes
Constantes

bi(x) no depende de x .
No Homogénea

" hi(x)z0
Ecuaciones ()
Diferenciales

de ordenn .
Homogénea
o h(x)=0
Coeficientes
No Constantes
b,(x) depende de x

No Homogénea
h(x)=0

Figura 1: Clasificacién ecuaciones diferenciales de orden superior.



Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

A partir de (1), podemos hacer las siguientes distinciones:

d"” a1 d
M+bn_lw+m+blw

dzm dxn—1 dz o y(@) =0 (2)

Método de solucién: Operador D

La idea es escibir la ecuacién diferencial ocupando operadores diferenciales. Donde un operador
diferencial D* reemplaza el término d*/dz* de la ecuacién. Por lo tanto, la ecuacién (2) se puede
escribir de la siguiente forma:

D"y(z) + by—1 D" y(x) + ...+ by Dy(z) + by y(z) =0

Ahora, tenemos una ecuacién algebrédica y por eso, nos conviene escribirla como un producto de
sumas y asi poder ver claramente que terminos anulan la ecuacién. En otras parablas, la idea es fac-
torizar la ecuacién y expresarla solamente en terminos de factores de la forma (D — ¢) o de la forma
(D? — 2aD + a?b?).

Teniendo claro lo anterior, debemos recordar que una ecuacién diferencial de orden n tiene n
soluciones L.I., por lo tanto, un término (D — c)¥ nos va a entregar k soluciones y un término
(D? — 2aD + a®b?)* nos va a entregar 2k soluciones.

Ocupando el principio de superposicién, podemos apreciar que una combinacién lineal de cada
solucién de (2) también es solucién. Finalmente, podemos apreciar que el aporte de soluciones de cada
término, esa dado por:

k—1
(D —¢)f = Z Ciz'e™ (3)
=0
k-1
(D* - 2aD + a* + b*)F = Z x'e™ . [A; cos(bx) + B;sin(br)] (4)
i=0



Ejercicios

1. Ejemplo I. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

d3x(t) n 18d:c(t)

2
dt3 dt

=0

Solucién
Escribimos P(D) = 0, donde P(D) es el polinomio de operadores diferenciales:

D3x(t) +9Dz(t) =0 — (D*+9D)z(t)=0 — D(D*+9)z(t)=0
P(D) = D(D?*+9)

Vemos el aporte de cada solucién:

n (D — 0) — C[) + Clt
» (D?2—2-(0)-D+(0)2+32%) — Agcos(3t) + Bysin(3t)

Por ltimo, la solucién de la ecuaciéon estda dada por una combinacién lineal de las soluciones indi-
viduales. Esto significa que la solucién homogénea es:

yr = Co + C1t + Cy cos(3t) 4+ Cs sin(3t)



2. Ejemplo II. Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

dPy(x) N (@)  Pylx)  dy(x) | dy(z)

6 =0
dad dat da3 dx? dx + 6y(=)

Solucion

Lo primero que debemos hacer es escribir la ecuacion en base a operadores diferenciales:

D%y(z) + 3D*y(x) — D*y(x) — 5D%y(x) — 4Dy(x) + 6y(z) = 0

(D5 +3D* -~ D? —5D* —4D 4 6) y(x) =0
L)

Ahora debemos factorizar &. Cuando tenemos un polinomio que no tiene una factorizaciéon ev-
idente, tratamos de ver si nimeros simples (0,1,-1) son soluciones de la ecuacién. En este caso es
evidente que D = 0 no es solucion, por eso tratamos con D = 1:

(1°4+3-1"-13-5-12—4-1+6)y(x) =0

D =1 cumple lo anterior, por lo tanto, tenemos:

(D —1)(D* +4D3 +3D* — 2D — 6)y(z) = 0

Intentamos nuevamente con D = 1 y obtenemos:

(D —1)>(D*+5D? +8D +6) y(x) =0
L)

Claramente un factor de # tiene que ser de la forma (D + ¢) con ¢ > 0. Intentamos con (D +1) y
(D + 2), notando que no cumplen la ecuacién. Ahora, intentamos con (D + 3) y obtenemos:

(D —1)*(D+3)(D*+2D +2)y(x) =0
o

Debemos comprobar si ¢ es un polinomio irreducible o debemos seguir factorizando. Para eso
ocupamos el citerio de Einstein para p = 2:

= p=2 divide a a; y ag.
= p =2, no divide a as.

= p? =4, no divide a ay.



Por lo tanto, < es un polinomio irreducible en Q. Otra opcién era analizar el discriminante de <
y notar que es menor que cero.

Ahora, procedemos a ver el aporte de cada solucién:

» (D—-1)2 —  Cpe® + Crwe®
= (D—(=3)) — Cqe™3

= (D?2—2-(=1)- D+ (-1)?+1%) — e ®-[Agcos(x) + Bysin(z)]

Finalmente, sabemos que la solucién estd dada por una combinacién lineal de las soluciones indi-
viduales, por lo tanto, la solucién homogénea es:

yrr = Coe” + Crae® + Coe " + Cze™ " cos(x) + Cye ™" sin(w)



3. Ejemplo III. Resuelva la siguiente ecuacién diferencial

d*z(t) _d3x(t)  dPz(t)  _dx(t)
—2 4 2
dt* B Ttar Ta

—5z(t) =0

sabiendo que x(t) = e’sin(2t) es una solucién.

Solucién
A partir de la solucién dada, podemos inferir que:

(D?*—2-(1)- D+ (1) +2%) — €' [agcos(2t) + by sin(2t)]

A la solucién encontrada la llamaremos Q(D), es decir:

Q(D)=D?>-2D +5

Por otro lado, el polinomio de la ecuacién es:
P(D) = D* —2D3 +4D? + 2D — 5
Para buscar el resto de las soluciones, podemos tratar de factorizar P(D) como en los ejercicios

anteriores. Otra forma es buscar el cuociente entre P(D) y Q(D):

(D* —2D3 +4D?* + 2D —5): (D* —2D +5) = D* - 1

Por lo tanto, tenemos que P(D) es:

P(D) = (D*—-2D +5) (D —1)(D +1)
&

De & podemos notar que los aportes de soluciones es:

coet Yy 1 et

Finalmente la solucién es:

z(t) = e - [ag cos(2t) + bg sin(2t) + co] + cre”*



4. Ejemplo IV. Considere la funcién h(t) = 6t> 4 ¢t + e2!. Se pide que encuentre una ecuaciéon
diferencial homogénea de cuarto orden que contenga a h(t) en su solucién.

Solucion

Lo primero que debemos hacer es ver que factores (3), (4) forman h(t). Sélo como aviso previo que
lo que vamos a buscar ahora, vamos a llamarlo aniquilador en la préxima ayuantia.

Encontramos 3 términos que forman h(t), una combinacién lineal. Por lo tanto, s6lo debemos hacer

el procedimiento inverso de que lo que hemos hecho en los ejercicios anteriores:

» 6t2: (D—-0)2 — ag+ait+ast?
L A (D—0)2 — b0—|—b17f

e 2t (D—-(-2) — Ae™ 2t

Ahora debemos escribir el polinomio de operadores diferenciales. Recordamos que la ecuacion debe
ser de cuarto orden y que las soluciones aportadas por D? estdn contenidas en D3. Por lo tanto, el
polinmio requerido es:

P(D) = D*(D +3)

Finalmente la ecuacién pedida es:

d*x(t) +3 d3x(t)

dth a2
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Ayudantia N°7 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR II

Resumen

Ecuaciones no homogéneas con coeficientes constantes

A partir de la definicién de ecuaciones de orden superior podemos escribir:

d"y(z) d"ly(x) dy(z)
— 4+ by —————+ ...+ b ——
dx™ + g1 teeth dz

+ bo y(z) = h(x) (1)
Es claro que la solucién de este tipo de ecuaciones es de la forma: y = y +yp, donde yz se obtiene
con el método del operador D. Ahora vamos a proponer un método para encontrar yp.

Método de solucion: Coeficientes Indeterminados

Como se mencioné en la ayudantia anterior, la idea para la resolucién de este tipo de ecuaciones
es buscando el aniquilador de h(zx)'. El aniquilador de una funcién es un polinomio de operadores
diferenciales de orden m, que anula a la funcién en cuestién.

Luego de determinar el aniquilador de h(z), multiplicamos la ecuacién por ese aniquilador. Asi el
aniquilador transforma la ecuacién lineal no homogénea de orden n en una ecuaciéon homogénea de
orden n+m. Hay que mencionar que al resolver esta nueva ecuacién homogénea estamos buscando
la solucién particular, ademas, al resolver una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n-+m,
tendrd m constantes de integracién mas de las necesarias. Por lo tanto, las constantes asociadas a la
ecuacién homogénea no se consideran, porque ya estan consideradas en esa solucién.

Este método nos sirve para determinar sélo la forma que debe tener la solucién particular. Para
determinar los coeficientes de la solucién particular, se sustituye la solucién particular y asi obtenemos
un sistema de m x m ecuaciones lineales, cuya soluciéon nos va a permitir encontrar las m constantes
en cuestion.

NOTA: La mejor forma para entender este método es revisar un ejercicio.

!Cabe destacar que sélo podemos aplicar este método cuando h(z) es un polinomio, exponencial o sinusoide, ya que
para otras funciones no tenemos un aniquilador conocido.



Ecuaciones homogéneas con coeficientes no constantes

Método de solucién: Reduccién de Orden

Supongamos que tenemos una ecuacién de la sigueinte forma:

d? d
TS+ P@) 2+ Qa)y =0 (2)

Y sabemos que una solucién a esa ecuacién es: y = yj (z). Ademds, una ecuacién de segundo orden
tiene dos soluciones, por lo tanto, podemos inferir la segunda solucién a partir de la primera. Es decir,
suponemos que y2 es de la forma: y = u(x)y; (z). De lo anterior podemos inferir que:

/

y = (@)yi(z) + u(z)y (z)

y' =" (@)yi(z) + 20/ (2)yr () + u(z)yi (2) (3)
Entonces como (3) es solucion de (2) podemos reemplazar y obtener lo siguiente:
u’(@)ys () + 20 (2)y) (2) + w(2)y (x) + P(2) [ (2)yi (2) + u()yi (2)] + Q@)u(z)y () = 0
u’ @)y () + ' ()20 (2) + Px)yi (2)] + (@) [yi (2) + Pla)yi () + Q@)yi ()] = 0

0

u’(@)ys () + ' ()20 (2) + P(x)yr(z)] = 0 (4)

Hacemos un cambio de variable, v = u’ y reemplazamos:

V(@)yi() +o(@) 291 (2) + Pa)yi(2)] = 0

Ahora tenemos una ecuacién separable que sabemos como resolver. Realice el procedimiento y
obtendra:

e~ J P(z)dz

v(@) = yi(x)

Luego, debemos recordar que v = v’ y que u = y/y;. Nuevamente, si realiza el procedimiento,
obtendrd ys:

e J P(z)dx
() = 11 (2) / e (5)



Ejercicios
1. Coeficientes Indeterminados I. Resuelva:

y" + 5y + 6y = 2z + 3sin(z) + 22

es decir, encuentre la solucién homogénea y luego la particular.

Solucién
Comenzamos buscando la solucién homogénea, ocupando el método del operador D:

(D? +5D + 6)yg(z) =0
P(D)=D?*+5D+6= (D +2)(D+3)
- yp(x) = Cre %" 4 Che 3"

Ahora buscamos la solucién particular. Para eso, ocupamos el método de coeficientes indetermi-
nados. Comenzamos buscando el aniquilador de h(x) = 2x + 3sin(z) + 2%

D® — A Bz, Cz®
(D?*+1) — Dcos(z), Esin(x)

Cabe destacar que el aniquilador de 22 +x2 es D3. Se podria haber considerador que el aniquilador
para 2z es D? y el de 22 es D3, pero el lector puede comprobar facilmente que es un camino mas largo
para llegar al mismo resultado.

Por lo tanto, el aniquilador de h(z) es D3(D? +1). Si aplicamos esto a la ecuacién, vamos a tener:

D3(D*+1)(D+2)(D+3)yp(z) =0
L.D.

Claramente hay un termindo que esta contenido en la ecuacién homogénea, que calculamos ante-
riormente. Por lo tanto, no la consideramos en esta parte. Procedemos a reemplazar yp en la ecuacion
inicial, por eso comenzamos derivando la solucién:

yp(r) = A+ Bx+ Cax®+ Dcos(z) + Esin(z) /-6
yp(r) = B+2Cx— Dsin(z) + Ecos(z) /-5
yp(x) = 2C — Dcos(x) — Esin(z) /-1



Ahora buscamos los valores de las constantes. Debemos reemplazar lo obtenido anteriormente en
la ecuacion inicial. Para eso una buena opcion es ver los coeficietes de cada térimo:

2 . 6C=1 — |[C=1/6
z : 10C+6B=2 — 3B=1-5/6 B=1/18
1 : 20+5B+64A=0 — 6A=-2/6-5/18 A =-11/108

cos(z) : —D+5E+6D=0 — D=-F
sin(z) : ~E+5D+6E=3 — |E=3/10] |D=-3/10]

11 2
24 3 cos(z) + — sin(x)

vr@) = -1+t 5T " 1o

Finalmente la solucion es:



2. Coeficientes Indeterminados II. Dada la siguiente ecuacién:

y' + 4y = e ** + 3e” cos()

encuentre la soluciéon general.

Solucién
Partimos buscando la solucion homogénea, la que claramente es:

yr(x) = Cy cos2x + Cy sin 2z

Buscamos la solucién particular. Aniquilador y aporte de soluciones:

(D+2) — Ae™
(D?* —2D +2) — Be"cos(z), Ce” sin(z)

El aniquilador del lado derecho de la ecuacién es (D + 2)(D? — 2D + 2). Planteamos yp y luego
procedemos a reemplazar yp y sus respectivas derivadas en la ecuacion inicial:

yp(z) = Ae 2 + Be®cos(z) + Ce®sin(z) /-4
yp(z) = —2A4e7% 4 Be®cos(z) — Be®sin(z) + Ce®sin(z) + Ce®cos(z) /-0
yh(x) = 4Ae ?® —2Besin(x) +2Ce®cos(z) /-1

Buscamos los valores de las constantes:

e L 4A+4A=1 —

e“sin(z) : -2B+4C=0 — B=2C
ecos(x) : 2C+4B=3 — |C=3/10] |B=3/5]

3 3
yp(z) = gefh + ge’” cos(x) + 1—0693 sin(x)

Finalmente la solucién es:

y(x) = yu(z) + yp(z)

1 3 3
y(x) = Cy cos 2z + Cy sin 2z + ge_% + gex cos(x) + 1—0637 sin(z)



3. Reduccién de Orden I. Resuelva la siguiente ecuacion:

22y —3xy +4y =0

2

sabiendo que y; = x“ es una solucién.

Solucién
Primero que todo reescrbimos la ecuacién:
yl/ o 3$_1y/ 4 4m—2y — 0
Apreciamos que P(z) = =32z~ y Q(z) = 472 A partir de esto planteamos la ecuacién diferencial
para u, (4), recordando que yp = uy; = uz’:

W'z 4 u'[4r —32x) =0 — W' +d/x=0

Cambio de variable, v = u/:

d d
Vtu/r=0 — w__ 2 v=1/x
v T

Buscamos u:
dx
W =1/r — du=-— — wu=Inlz]
x
Finalmente la segunda solucién esté dada por:

Yo = 2% In ||

Propuesto: Repita el mismo ejercicio para la ecuacién y” + 16y = 0, donde y; = cos(4x). jEsperaba
la solucién encontrada?



4. Reduccion de Orden II. Resuelva la siguiente ecuacion:

22y" 4+ 62y + 6y =0

para x > 0.

Solucion

Como no sabemos ninguna solucién, debemos encontrar una ”al 0jo” y luego aplicar, si es nece-
sario, el método de reduccion de orden. Las opciones para encontrar una solucién es ocupando z¢
6 e**. Dada la estuctura de la ecuacién, intentamos con la primera solucién.

T

Reemplazamos en la ecuacion:

oo — 1)z + 6zaz® !t 4 62% = 0
[a(a— 1) + 6 + 6]z% =0

Como z% # 0, tenemos:

ala—1)+6a+6=0
a?+5a+6=0
(a+3)(a+2)=0
- a1 =-3 ag = —2

Por lo tanto, la solucién es:

y(z) = Crz=3 + Chz 2



5. Reduccion de Orden III. Dada la siguiente ecuacion:

2y —x(z+4)y +2(z+3)y=0

encuentre la soluciéon homogénea.

Solucion

Como no sabemos ninguna solucién, debemos encontrar una ”al 0jo”. Dada la estuctura de la
ecuacién, intentamos con z%.

T

Reemplazamos en la ecuacién:
2a(a— 1)z % —z(z+ 4zt +2(x +3)2% =0
[ala—1) = (z+4a+2(x+ 3)]z* =0
[2(2 —a) + (a* = 5a +6)]z* =0
Como z # 0, tenemos:
z2—a)+ (a—2)(a—3)=0

La tnica solucién es o = 2, por lo tanto sélo tenemos y; que es:

yi(z) =2

Para buscar y2, ocupamos (5), donde P(x) = —(1+4/z):

(z4+41n|z|)
y2(z) = 552/6 dx :xQ/e’”dq:

24
Soye(x) = xe
Finalmente la solucion es:

y(x) = Cra® + Coz?e®
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Ayudantia N°8 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 111

Resumen

Ecuaciones no homogéneas con no coeficientes constantes

Supongamos que tenemos una ecuacion de la sigueinte forma:

d? d
75+ P@) 5+ Qla)y = bla)

(1)

Es claro que la solucién de este tipo de ecuaciones es de la forma: y(z) = yg(z) + yp(x), donde
yr(z) se obtiene con el método de reduccién de orden. Ahora vamos a proponer un método para

encontrar yp(x).

Método de solucion: Variacién de Parametros

Recordamos que la solucién de la ecuacién homogénea asociada a (1) es de la siguiente forma:
ym(z) = Ayi(x) + Bya(x)
Ahora para el caso de la solucién particular, intentamos con una solucién de esta formas:
yp(x) = C1(z)y1(z) + C2(z)y2(2)

Derivamos la solucion particular:

yp = Ciyr + Coye

/

yp = Clyi + Cryy + Chya + Cayy
yp = Clyr+2C1y1 + Cryl + CYya + 20545 + Coys

Ahora reemplazamos lo obtenido en la ecuacién (1):

(C @)y () + 201 (2)yr () + Cr(2)y) (x) + C (2)ya(z) + 2C5(x)ys(7) + Ca(@)ys (7)) + ..

-+ P(2)(Cr(x)yr () +Cr (2)y1 (2) + Co(@)y2(2) + Ca(2)ys (7)) + Q(2) (Cr(2)y1 (2) + Ca(2)y2(2)) = ()



Reescribimos de la siguiente forma:

C1 [y (x) + P(z)yi(2) + Q@)y1 (2)] +C2 [y5 (z) + P(x)ys(x) + Q(@)y2(2)] +. ..
0 0

-+ P(x) [Cr )y (2) iCé(w)yz(w)] L 101 @) (@) + Ch(@)ya(a)] + [Ch@)yh (@) + Ch@)ha)] = b(a)

dz
L) & [ )

Dada la tltima ecuacién, asumimos por conveniencia que & sea igual a cero. Por lo tanto, vamos
a tener que # va a ser igual a b(x). Entonces, con estas condiciones podemos formar un sistema lineal

de 2 x 2 de la siguiente forma:
e v a1 = i ]

Este sistema puede ser resuelto con varios métodos aprendidos en Algebra Lineal, pero se recomien-
da (por simplicidad) ocupar el métodos de Cramer. Si hacemos eso, vamos a tener:

, ’b(gw Zﬁi\ , ‘Zﬁ; b&)‘
Cl(”"’“’):'m(x) y2<x>‘ Celr) = ‘ (@) y2<x>'
@) o) @) o)

Por lo tanto, vamos a tener:

Ci(x) = % dx Cy(z) = | —=dx

Finalmente, la solucién particular puede ser escrita de la siguiente forma:

yr(2) Zyl(fﬂ)/wmffldwrm(x)/mw?dx



Ejercicios
1. Variacion de Parametros. Resolver:

zy’ — (z +3)y + 3y = 322

con las siguientes condiciones iniciales: y(1) =0y ¢/(1) = —1.

Solucién
Reescribimos la ecuacion de la siguiente forma:

Yy — (1+3/2)y + 3y/z = 3z

Entonces, primero debemos encontrar la solucion homogénea de la ecuacién. Para eso, buscamos
una solucién ”al 0j0”, y luego ocupamos el método de reducciéon de orden.

Dada la estructura de la ecuacién, intentamos con e*?:
ra?e® — (z + 3)ae™ 4 3¢ =0
e“lz(a? —1)+3(1—-a) =0

xT

S oa=1 g =c

Buscamos ya(z):

e—fP(z)dx
ya(z) = yl(a:)/y%(x)dx

Donde P(z) = —(1+ 3/x):
N e(@+3in|z]) N e 3
yp(x) =e Td:{;:e e “z°dx
Integramos por partes y obtenemos que:
ya(x) = —(6 + 62 + 32 + %)

Entonces, tenemos que la solucién homogénea es:

yr(r) = Ae® + B(6 + 6z + 32* + 2°)



Ahora buscamos la solucién particular ocupando el método de variacién de parametros. Para eso,
ocupamos una solucién de la siguiente forma:

yp(z) = C1(z)y1(x) + Co(x)yz(z) = C1(z)e” + Co(z)(6 + 62 + 322 + 2°)

Planteamos el sistema:

e vl lam 1= L

e® 6+ 6x + 3%+ 2° Ci(z) | _ | 0
et 6 + 6z + 322 Ch(z) | | 3=

8

Resolvemos:
W = —ax3°
Wiy = —32(6+ 6x + 32 + 2°)
Wy = 3z
W 3
Ci(z) = Wl = /(18:1:2 + 18271 + 9+ 3z)e " dr = ——(6+4z+ e ®

W. 3
Cy(z) = W? dx /31‘_2 dr = .

3
,‘,yp(:z):—;(6—|—4x+x2) “re” (6—}—6:1:—1—393 + 2°)
- yp(x) = 6+ 6z + 32*

Y asi tenemos que la solucién es:

y(z) = Ae” + B(6 + 63 + 322 + 2°) + 6 + 6z + 32

Ocupamos las condiciones iniciales.
y(1) = 0:

y(1) = Ae+ B(6+6+3+1)+6+6+3=0 — Ae+16B=-15
y(1) =-1:

y(1)=Ae+B(6+6+3)+6+6=-1 — Ae+15B=—13



Resolvemos el sistema y tenemos que:

A = 17e7!

Finalmente la solucion es:

y(x) = e ' — (6 4 62 + 322 + 223)



2. Aniquilador Desconocido. Resolver:

y" — 2y +y = e"In(27)

con las siguientes condiciones iniciales: y(1) = 1y 3/(1) = 2, asumiendo que z > 0.

Solucion

Primero buscamos la solucién homogénea de la ecuacién ocupando el método del operador D.

P(D)=D*-2D+1=(D—1)?

Por lo tanto:

y1(z) = €*

ya(z) = xe”

Entonces, tenemos que la solucién homogénea es:

yu(x) = Ae® + Bxe®

Ahora buscamos la solucién particular. En este caso no sabemos el aniquilador del lado derecho
de la ecuacion, por eso, la mejor opcién es ocupar el método de variacién de parametros. Al igual que
en el ejercicio anterior, ocupamos una solucién de la siguiente formas:

yp(z) = Cr(x)y1(z) + Co(x)y2(x) = Cy(z)e” + Co(z)ze”

Planteamos el sistema:

Resolvemos:



1 2
Ci(z) = % dx = —/xeh In(2z) dx = —§x2 In(2z) + %
Cy(x) = % de = —/3$_2 der =zIn(2x) — x
1 2 1132 T T
oyp(e) = —5% In(2z) + 7)e + (xIn(2x) — x)ze
z2e®

— yp(x) = (2In(2z) — 3)

Y asi tenemos que la solucién es:

x2e”

y(x) = Ae® + Bzxe” +

(2In(2z) — 3)

Ocupamos las condiciones iniciales.

y(0)=A+B-04+0=1 — A=1

y0)=A+B+0=2 — B=1

Finalmente la solucién es:

x2e”

y(x) = (1+z)e” + (2In(2z) — 3)
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Ayudantia N211 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Resumen

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Para resolver sistemas de ecuaciones de n x n de la forma X’ = AX, vamos a intentar desacoplar
el sistema. Esto es escribir A como VDV !, donde D es una matriz diagonal que contiene los valores
propios de A y V es una matriz que en la i-ésima columna contiene el vector propio asociado al i-ésimo
valor propio de A. En el caso que la matriz no sea diagonalizable, vamos a escribir A de la forma
VJV~1 donde J es la matriz de Jordan y V contiene a lo menos un vector generalizado.

A continuacién vamos a encontrar la solucién dependiendo de cada caso.

e n Vectores Propios asociados a n Valores Propios

Condiderando el sistema antes mostrado vamos a tener que encontrar los vectores propios de la

siguiente forma:

(A — /\1[)'01 = 6
(A — /\QI)?}Q = 6
(A= v, = 0

donde todos los vectores propios deben cumplir que v; € ker(A — \;I) con i = 1..n.

Lo anterior, es simplemente como buscar los vectores propios asociados a A. Luego, la solucién del

sistema es!:

Z(t) = crv1e™Mt + cuaet 4 -+ cpupet

Por lo tanto, el problema se resuce a buscar los valores y vectores propios y luego reemplazar en
el resultado anterior.

La demostracién de este resultado queda propuesto al lector. Hint: Ocupar un cambio de variable de la forma & = V§f



e n — 1 Vectores Propios asociados a n Valores Propios

En este caso vamos a tener sélo n — 1 vectores propios LI, para n valores propios. Por lo tanto
debemos encontrar un vector propio generalizado. Si tenemos que buscar un vector propio generalizado,
significa que la matriz A no es diagonalizable y por lo tanto vamos a tener que ocupar una matriz de
Jordan de la siguiente forma:

(A 0 -~ 0 0

0 X --- 0 0
s , .

0 0 Ar 1

L0 0 0 A1 |

A partir de lo anterior, escribimos las condiciones para los vectores propios:

(A — )\1[)111 = 6
(A — )\2])112 = 6
(A - )\nfll)’l)nfl == 6

(A_)\n—l-[)vn = Unp-1

Reescribimos la ultima ecuacién, multiplicandola por (A — A,—11). Asi obtenemos:

(A= XD, = (A= A1 Dvp_1 =0

Entonces, las condiciones para los vectores propios se reducen a:

(A—Alf)'l}l = 6
(A—)\QI)’UQ = 6
(A=dp_1Dvp_y = 0
(A= X1 D?v, = 0
donde los vectores propios deben cumplir que v; € ker(A — N\I) con i = 1l.n — 1, y v, €

ker(A — M\n_1I)?, pero v, & ker(A — X\,_11).
Finalmente, la soluciéon para este caso es:

Z(t) = crv1e™’ + cavae™ + -+ cpi1vp_1€M 7 4 e (vy + V1 t)e!



e n — 2 Vectores Propios asociados a n Valores Propios

Para este caso, nuevamente ocupamos la matriz de Jordan, y los vectores propios deben cumplir:

(A=XDv; = 0

(A—)\QI)UQ = 6
(A= Xy oDy o = 0
(A_)\n—2-[)vn—1 = Up-2

(A_)\n—2I)'Un = Un-1

Aplicando el mismo argumento que en el caso anterior, podemos reescribir las condiciones de la
siguiente forma:

(A=X\Iv; = 0
(A= XoD)vy = 0
(A—)\n_gf)’un_z = 6
(A—)\n_QI)2'Un_1 = 6
(A= X\y_o)3v, 0
donde los vectores propios deben cumplir que v; € ker(A — NI) con i = 1.n — 2, v, €

ker(A — M\n_11)?, pero v, 1 &€ ker(A — My_11) y v, € ker(A — X\,_11)3, pero v, & ker(A — \,_11)? ni
vn & ker(A — \p—11).

Finalmente la solucién va a estar determinada por:

_ t2
Z(t) = cro1eM i cavee™? 4 - dep_oun o2 ey (U1 +un_ot)e M2t 4c, (vn + Up—1t + V2 2> eAn—2t



e 1 Vector Propio asociado a n Valores Propios

El procedimiento anterior se puede seguir realizando hasta llegar a este caso, donde las condiciones

reescritas son:

(A=X)v; = 0
(A=XD%v; = 0
(A=AD)""lv,_y = 0
(A= X)"v, = 0
donde los vectores propios deben cumplir que v1 € ker(A — \), vg € ker(A — )2, ..., v, €

ker(A — XI)".

Finalmente la solucion va a estar determinada por:

n—1 i
Z(t) = crv1e™ + ca(vg + vit)eM + -+ ey (Z Unil.') M
i=0 ’

Con este iltimo resultado se puede obtener la soluciéon para una matriz de cualquier orden y con
cualquier nimero de vectores defectuosos.

Nota: En el desarrollo de este reumen se omitieron varios pasos y se escribié lo mas importante.
Ante cualquier duda sobre la resolucié u obtencién de algtin resultado, contactar al ayudante.



Ejercicios
1. Ejemplo. Resolver el sistema:

yi+2y1—|—2y/2+3y2=0
Y1 — Yo +21 =0

Solucion

Reescribimos el sistema de la siguiente forma:

Y= —2y1— e
Yy = —yo

Ahora, lo escribimos en forma matricial:

—_—
=y o
Es evidente que los valores propios de A son Ay = -2y Ay = —1.
Buscamos el vector propio asociado a A\; = —2:

— ker(A+2~I):[O _1}

0 -1
(0)
(]

El procedimiento para encontrar el vector propio asociado a Ao = —1 es andlogo al anterior:

S ker(A+1) = [ _01 _01}

e (1)
y(t):q((l))e%r@( _11 )et

Finalmente la solucién es:



2. P2 I3-1sem-2007. Considere el siguiente sistema masa-resorte:

X1 X2

—> —
kg I, k3

Figura 1: Sistema Masa-Resorte Problema, 2

con my = 1/2[kgl], ma = 2[kg], k1 = 2[N/m], ko = 1[N/m] y ks = 3[IN/m]. Escriba el sistema de
ecuaciones de movimiento de las masas my y mq, y encuentre su solucion general.
Solucién
Primero escribimos las ecuaciones de movimiento:
"
miz] = —kiz1 — ka(21 — 22) = —(k1 + k2)z1 + kawo

m2x’2/ = —kg(l‘z — a:l) — k3xo = koxq — (kg + k3)x2

Reemplazamos los valores:
x’{ = —6x1 + 222
vy = 1/2r1 — 219

Escribimos lo anterior en forma matricial:

———

f//_ —6 2 z
T 12 -2

La idea es desacoplar el sistema, esto es escribir la matriz A como una matriz diagonal D. Para eso,
intentamos diagonalizar la matriz A, ocupando A = VDV ! y luego haciendo un cambio de variable
Z = V. Comenzamos buscando los valores propios:

A=A =X = Tr(A)\+det(A) = N2+ 8\ +11 — XNo=-4+V5

Vectores propios:

— ker(A— (—4+5)-1) = [ —2-4/5 2]

0 0

6



1
S
|
VR
no
w+>—l
S
~—
S
(V)
|
/N
no
w‘»—t
S
~—

0 —4—4/5

1 1 ] , D:{—4+\/5 0 ]

Hacemos el cambio de variable y tenemos:

[ —4+5B 0 .

Desacoplamos el sistema, por lo tanto, podemos resolver cada ecuacién en forma intependiente:

ylll = —(4—\/5)%
vy = —(4+V5)y

Resolvemos ocupando el operador D:

yo= clcos<Mt>+cQsin< 4—x/5t>
Y = (3CO0S <mt> + ¢4 sin (Wt)

Ahora, volvemos del cambio de variable:

Z(t) = Vy(t) = [ 245 2-V5

1 1 crcos (V4 —+bt) +cosin (V4 — V5t
czcos (V44 Vbt) + cysin 445t

2 2

Finalmente la solucién general es:

2

+V5
2

clcos<\/4—\/5t>+CQSin(\/4—\/5t +03cos<\/4+\/5t>+04sin( 4+\/5t>
<01c05<\/4—\/5t)—i—cQSin(\/4—\/5t> —|—2;2\/5(63COS<\/4—|—\/57§>+C481H( 4+\/5t)>
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Ayudantia N212 - Ecuaciones Diferenciales (Sec. 5)
MATRIZ FUNDAMENTAL Y MATRIZ EXPONENCIAL

Resumen

Matriz Fundamental

Por ahora, sabemos que la solucién de un sistema matricial X’ = AX de n x n es de la forma:

ZL_"(t) = lel (t) + Cgfg(t) —+ -+ Cnfll_"nfl(t) + Cnl_"n(t)

Hemos visto anteriormente que el i-ésimo término es:

fz‘ (t) = Uz (t)e)‘it

Donde #;(t) es el vector propio asociado al valor propio A;. El vector propio ¥;(t) depende de t, en
el caso en que el vector sea generalizado.

Entonces, a partir de lo anterior podemos escribir la solucién general de la siguiente forma:

Donde ®(t) es una matriz fundamental asociada al sistema. Cabe destacar que una matriz funda-
mental tiene rango maximo, debido a que contiene como columnas n soluciones linealmente indepen-
dientes entre si. Ademads, es facil apreciar que una matriz funamental no es unica, ya que puede variar
dependiendo de la eleccién de cada vector propio asociado a cada valor propio.

Para determinar ¢ en la ecuacién anterior, ocupamos las condiciones iniciales:

c=20)=7 — Z0)=®0)F — &=0)"'7

Finalmente podemos reescribir la solucién de la siguiente forma:



Matriz Exponencial

Una forma de encontrar la matriz exponencial es ocupando la expansién de Taylor para la funcién
e de la misma forma que lo harfamos para e. Es decir, tendriamos que:

At (At)? (A X (Ann
At = .. —
=1+ T Tt 7; n!

Esta forma, es el cidlculo de la matriz exponencial por definicion. Conviene ocupar este método
cuando la matriz A es nilpotente, o se puede descomponer como la identidad més una matriz nilpotente.
Que una matriz A de n X n sea nilpotente, significa que para alguna potencia se puede obtener la
matriz nula, es decir:

Ak =0

donde k € [1,+00). Ademds, si A es nilpotente |A| = 0, ya que A* es la matriz nula.

Por otro lado, la utilidad de esta matriz es que es una solucién al problema X' = AX:

deAt +oo At n—1

Z ﬁ_AZ e

Que sea solucion del problema anterior significa que la matriz exponencial es una matriz funda-
mental. En particular, la exponencial del sistema: et = ®(t), es una matriz fundamental que satisface
®(0) = I. Entonces, el sistema estudiado tendria una solucién de la siguiente forma:

Z(t) = M7

De donde se puede apreciar que el la exponencial del sistema es:

el = o(t)®(0) 7!

Finalmente, podemos apreciar que para calcular la exponencial de un sistema tenemos 2 formas
de obtenerlas. i) Por definicién, y ii) Calculo de ®(¢)®(0)~L.



Ejercicios

1. P1 I3-1sem-2007. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales:

Ty = —my+ 33
x’Q = —2x1+ 2+ 373
acg = —2x1 — 9o+ dx3

a) Determine una matriz fundamental para este sistema.
b) Halle la matriz exponencial asociada al sistema.
c¢) Resuelva el sistema para las siguientes condiciones iniciales: z1(0) = 1, 22(0) = —1 y x3(0) = 0.

Solucion

a) Primero determinamos la matriz asociada al sistema:

0 -1 3
A=| -2 1 3
-2 -1 5

Calculamos los valores propios asociados a la matriz:

0 -1 3
A= XM3|=| -2 1 3|=(2-))3
-2 -1 5
- |A=2
Ahora, los vectores propios asociados:
-2 -1 3 -2 -1 3
ker(A —2I3) — -2 1 3|~ 0O 0 O
-2 -1 3 0 0 O
1 3
v = —2 Vg = 0
0 2

Debemos buscar un vector propio generalizado, ya que sélo tenemos 2 vectores propios asociados
a un valor propio de multiplicidad 3.

ker(A — 2I3)? —

o O O
o o O
o O O



Elegimos arbitrariamente el siguiente vector perteneciente al ker anterior:

Recalculamos el vector va, ya que v3 es generalizado:

3
Vo = (A - 2[3)1)3 = 3
3
v1 L.I. con vs.
Calculamos una matriz fundamental:
1 3 3t
d(t)y=¢e*| -2 3 3t
0 3 1+3t

b) Calculamos la matriz exponencial de la siguiente forma:

Calculamos ®(0)~! ocupando:

O(0) = — - Adj[®(0)]
[2(0)]
Tenemos que:
1 30
®0)=| -2 3 0
0 3 1
Por lo tanto:
[©(0)| =9
3 =30
Adj[®(0)] = 2 1 0
-6 -3 9



Entonces:

([ 3 30
<I>(0)—1:§ 2 1 0
-6 -3 9
Finalmente:
w [ 1 3 3t 3 =30 (1 —2t)e?
At _ €
= -2 3 3t 2 1 0|= —2te?
0 3 1+3t -6 -3 9 —2te?
c¢) Calculamos las constantes:
c=a0) " 2
3 =30 1
1 1
-6 -3 9 0
1 3
6 1 3
— :E’(t):§ —2 |eH+-| 3 th_§
0 3
1t
Zt)y=| —1—-t | €*
—t

—te?t 3te?t
(1—t)e 3te?t
—te?t (14 3t)e?
3t
3t 2t
1+ 3¢



2. Matriz Exponencial. Sea:

S Mg(]R)

'S

|
o O Q9
o o
SIS S

Calcular et que soluciona la ecuacién X’ = AX.

Solucion

Para resolver el problema se puede hacer un procedimiento andlogo al del ejercicio 1, pero en este
caso vamos a calcular la matriz exponencial por definicién.

A *2” (A"

n!
n=0

Algunas veces es mejor encontrar la matriz exponencial de esta forma, ya que es mas rapido. En
este caso, tenemos que A es una matriz triangular superior que se puede reescribir de la siguiente forma:

a 0 0 0 b ¢
A=10 a 0| +|[0 0 b |=al3+B
0 0 a 0 0 0

La idea de escribir A asi es que la matriz B sea nilpotente. Claramente B lo es.

0 b ¢ 0 0 b2 000
B=|0 0 b B2=100 0 B¥=10 0 0
000 00 0 000
Ahora debemos encontrar A™:
A" = (aly + B)" = (’g) "Iy + (T) A" B + (g) "2, B
- A" =a"I3+na"" !B+ Ma"_2B2
2



Reemplazamos lo obtenido en la definicién de matriz exponencial:

+oo n +oo n—1 2,2 T n—2
At (at) n(at) B4t n(n —1)(at)
e _132] — +BtZ:1 Tt o
n= n=

n=2

B2t? B2t?
— M=l 4 e Bt + e“tT = e <13 +Bt+— >

Finalmente:

1 bt ot + 22
00 1
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SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES NO HOMOGENEOS

Resumen

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales No Homogéneos

El método de solucién para este tipo de problemas es mediante variacién de parametros, por lo
tanto, a partir de la solucién homogénea encontramos la solucién particular. Entonces, si tenemos el
siguiente sistema:

T (t) = AZ(t) + b(t)

La solucién homogénea va a estar dada por:

Reemplazamos la solucién particular en la sistema no homogéneo:

O (1)(t) + D) (t) = AD(E)a(t) + b(t)

Reordenamos lo anterior:

-

[D(t) + AD(t)] u(t) + (t)aT (t) = b(t)
&

donde & es cero ya que ®(t) es solucién de la ecuacién homogénea. Por lo tanto, tenemos:

O(t)d'(t) = b(t)



Despejamos ' (t) recordando que las matrices fundamentales son de rango méximo:

Para encontrar #(t) integramos término a término:
t —
w(t) :/ ®(7) 7 b(r) dr
0
Por lo tanto, la solucién particular es:
t —
Zp(t) = ®(t) / ®(7) " b(r) dr
0

Recordamos que la solucién general es de la siguiente forma:

Z(t) = Tu(t) + Zp(t)

Por lo tanto, vamos a tener:

Ahora, si ocupamos la exponencial del sistema como matriz fundamental, recordando que la matriz
et = ®(t) es una matriz fundamental que satisface ®(0) = I, vamos a tener:

t
Z(t) = ety + eAt/ e~ Ab(7) dr
0

Donde la utilidad de lo anterior es la facilidad del célculo de matrices inversas. Por lo tanto, para
este tipo de ejercicios, el problema se reduce a encontrar la exponencial del sistema y luego aplicar el
dltimo resultado encontrado.



Ejercicios

1. P3 I3-1sem-2007. Resolver:

r = 3x—y+7
y = 92 —3y+5

con las siguientes condiciones iniciales: z(0) = 3 e y(0) = 5.

Solucion
Escribimos el sistema en forma matricial:

7 (t) = AZ(t) + b(t)

o= S )L

Ahora, comenzamos buscando la matriz fundamental, para eso calculamos primero los valores
propios de A, recordando que para matrices de 2 x 2 el polinomio caracteristico es de la forma:

AN — Tr(A)\ + det(A) =0

donde Tr(A) =3 1" 1 Ai v det(A) =[] Ai. En este caso tenemos que Tr(A) = det(A) = 0, lo
que significa que A; = Ay = 0. Ahora, buscamos los vectores propios asociados a los valores propios:

- k’e?"(A—O'Ig):[B 1}

9 -3
.v_ 1
. U1 = 3

Tenemos un sélo vector propio asociado a 2 valores propios, por lo tanto, debemos buscar un vector
propio generalizado:

— ker(A—O-Iz)Q—[g 8]

Podemos elegir cualquiera de los 2 vectores candnicos (e; 0 e2). En este caso, elegimos:

(1)



Como tenemos un vector propio generalizado, debemos recalcular el primer vector propio. El vector

v1 debe cumplir:
T [ HEE)
Ahora, escribimos una matriz fundamental del sistema:
(t) = [ ::13 1 :t?)t }

Buscamos la exponencial del sistema, por lo tanto:

CEEREEET)

eAt=<1><t><I><0>1=[Z§ 1:2,,5“:;1, (1)}:{1—;53]5 1:t3t]

Calculamos la solucién homogénea!:

143t —t 3 At +3
= _ At —
Tu(t) =€ xo_[ ot 1—3t][5]_[12t+5]

Ahora la solucién particular:

t
fp(t)zeAt/ e ATb(7) dr

0
[ 13t ¢ 71 [ 716t
¢ b(t)_[ ot 143t |5 |7 548t
t t 2
CAr 7-167 ], [ Tt—8t
/06 b(T)dT_/O[5—487]‘”_[51:—24752

t 2 2
o _ At —AT7 _ |13t 7t —8i _ | Tt
Zp(t) =e /0 e Tb(r) dr = [ Ot 1—3t || 5t—24¢2 | T | 5t 24

Finalmente la solucion es:

i I I Tt+8t2 | [ 34 11t + 8t
ﬁ(t)_xH(t)+xP(t)_[12t+5} [5t+24t2]_[5+17t+24t2}

!Propuesto: Demuestre por qué se puede calcular la solucién homogénea antes de obtener la solucién general.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Resumen

Transformada de Laplace

Para una funcién f(t), se define su LT de la siguiente forma:

F(s) = L{f(1)}(s) = /0 " pt)e ot dt

donde s es un nimero complejo s = o +i27wu, pero para efectos de este curso s se puede considerar
como un nuamero real.

Por otro lado, cada Transformada de Laplace, F'(s), de una funcién f(t) tiene asociada una regién
de convergencia donde F(s) estd bien definida. Esta regién es importante, pero en este curso no es
necesario tenerla en cuenta y por eso, no se va a entrar en detalle sobre ese tema.

Teorema de la Convoluciéon

Ahora, para 2 funciones f(t) y g(t), se define la convolucién de la siguiente forma:

(f*g}() = /0 f(t = r)g(r)dr = /0 f(r)g(t —7)dr

Una forma de entender el significado de la convolucién es considerandola como el grado de super-
posicién de las funciones f(t) y g(t).

Por otro lado, un resultado importante que se puede inferir es el siguiente:

f(t)xg(t) = F(s)G(s)

Entonces, en algunas ocaciones es mejor ocupar la Transformada de Laplace para ahorrarnos la
integracién (convolucién) y trabajar sélo con una multiplicacién (Laplce), donde posteriormente hay
que calcular su transformada inversa para volver al espacio del tiempo.



Tabla de Transformadas de Laplace

A continuacién se presenta una tabla con las Transformadas de Laplace maés ultilizadas.

f(t) F(s)
c < 5>0
tn Sff% s>0,Vn
e — s>a
tnest W s > méax{0,a}, Vn
cos(bt) poamns 5>0
sin(bt) ﬁ 5s>0
t cos(bt) % 5>0
tsin(bt) (Sg%flfg)g s>0

e cos(bt)
e sin(bt)
cosh(bt)
sinh(bt)
H(t —a)
5(t)

&' (t)

(S_‘Z_W s > max{0, a}

m s > max{0,a}
ot s> |b|
ﬁ s> |b|

e $>0,a>0
1 Vs
s Vs



Propiedades de la Transformadas de Laplace

Ahora mostramos algunas propiedades béasicas.

f(t) F(s)
af(t) + By(t) aF(s) + BG(s)
f(at) L F(s/a)
£ f(t) (— 1)
1) [* F(o)do
e SF(s) = [f7D(0) + - 4 5" LF(0))
Jo £(r)dr =
e f(t) F(s—a)
f(t—a)H(t — a) eI F(s)




Ejercicios
1. P4 a) I3-1sem-2007. Resuelva el siguiente problema ocupando la Transformada de Laplace:

y/// _ y// _ 2y/ — ¢t

con las siguientes condiciones iniciales: y(0) =1, y/(0) = —1 y y”(0) = 2.

2. P4 b) I3-1sem-2007. Calcular la Transformada de Laplace de z(t) = sin().

3. Demostracién. Mostrar que la LT de f(t) =t" con n € Rt es F(s) = s:%

4. Sistema. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

¥ = x4 2y+cos(t)
= 2x+y+sin(t)

con las siguientes condiciones iniciales: z(0) =0 e y(0) = 0.
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TEORIA CUALITATIVA

Resumen
Linealizacion

En esta parte del curso vamos a estudiar la linealizacion de sistemas, para poder determinar
cualitativamente su comportamiento. En general, los sistemas van a ser de la siguiente forma:

dx
dy
- = g(z,y)

Donde lo primero que debemos hacer es encontrar los puntos de operacion en los cuales se va a a
efectuar la linealizacién. Es decir, debemos encontrar los puntos de equilibrio del sistemas:

flz,y) = 0
g(z,y) = 0

A continuacién planteamos las expaniones de Taylor de primer orden de f(z,y) y g(x,y):

o = f(xo,y0) + %f@o;yo) (z —w0) + jyf(woyyo) (¥ — o)
Yy = g(xo,y) + dig(ﬂﬁo, Yo) - (x — x0) + jyg(xo, Yo) - (¥ — o)
— & = folwo,y0) (x —x0) + fy(zo,%0) - (¥ — vo)
— ¥ = ga(z0,90) - (x — 20) + gy(20,%0) - (¥ — v0)



Planteamos el problema en forma matricial:

(0) = (o w0

L)

Donde & es la matriz Jacobiana asociada, J(f, g)(xo,yo). Luego, las soluciones del sistema lineal-
izado van a ser de la siguiente forma:

A1t Aot

Z(t) = crve™’ + cauge
Donde el resultado anterior es vélido si y sélo si se cumplen las condiciones del Teorema de
Hartman-Grobman.

Teorema de Hartman Grobman!

Sea (E) un sistema no-lineal, con f y ¢ curvas lo suficientemente suaves,

o = f(z,y) (E)
y = g(z,y)

Supongamos que (zg, %) es un punto de equilibrio del sistema y que J(f, g)(zo, yo) no tiene auto-
valores puramente imaginarios. Entonces, existe un homeomorfismo h definido en U, entorno a (zg, yo),

h :— R? que lleva las trayectorias del sistema no-lineal sobre las del sistema linealizado.

Generalizacién de Resultados

Ahora, presentamos una tabla dependiendo de los autovalores encontrados. Definimos A1 = a1 + b
y A2 = ag +ib. Cabe destacar que cuando b # 0, a; = as ya que son autovalores complejos conjugados.

ay as b Caracteristica del punto de equilibrio
(+) | (H) | #0 Repulsor Espiral
(+) | ()] O Repulsor NO Espiral
(=) [ (=) | #0 Atractor Espiral
(=) (=) ] O Atractor NO Espiral
(+) | (=) 0 Punto Silla
(=) ()] O Punto Silla
0 0 | # 0 | No se puede afirmar (no cumple H-G)

Ademas, debemos recordar que la estabilidad del sistema para un punto de equilibrio ocurre cuando
Re{)\;} < 0Vi, mientras que para la inestabilidad sélo se requiere que exista algiin autovalor mayor
que cero.

'En otras palabras, el teorema dice que para que el sistema lineal se comporte como el sistema no-lineal sélo se debe
cumplir que los autovalores asociados no sean imaginarios puros. En en caso que lo sean, no podemos afirmar nada.



Ejercicios
1. Linealizar en torno a cada uno de sus puntos de equilibrio, el siguiente sistema:

¥ = x(7T—2z—2y)
= yb-z-y)

Luego, en base a a cada linealizacién estudie la estabilidad del sistema.

Solucion

Lo primero que debemos hacer es buscar los puntos de equilibrio. Ademaés, apreciando la forma
del sistema, sabemos que los puntos de equilibrio son cuatro. Recordamos que los puntos de equilibrio
son los que resuelven lo siguiente:

y =
g(z,y) =

Para lo anterior simplemente debemos ver los casos cuando:

z=0 y=20
x#0 y=20
z=0 y#0
x#0 y#0

Es claro que los puntos de equilibrio son los siguientes:

Py = (0,0)
P = (7,0)
P, = (0,5)
Py = (3,2)

Calculamos la matriz Jacobiana:

Koot =( 50 BN = (T )



Reemplazamos los puntos de equilibrio en la matriz:

P

s900 = (5 9 )

Donde los autovalores son: A; = 7y A2 = 5. Como ambos autovalores son reales y mayores que cero,
se cumple el teorema de Hartman Grobman y concluimos que el sistema es estable (atractor no
espiral) en P.

P

J(f,9)(7,0) = < *07 —_124 >

En este caso, los autovalores son: A\ = —7 y Ay = —2. Como ambos autovalores son reales
y menores que cero, se cumple el teorema de Hartman Grobman y concluimos que el sistema es
estable (atractor no espiral) en P;.

PQZ

a0 -( 75 5

Los autovalores son: Ay = —3 y Ao = —5. Como ambos autovalores son reales y menores que cero, se
cumple el teorema de Hartman Grobman y concluimos que el sistema es estable (atractor no espiral)
en P2.

P3 :
-3 —6
Calculamos los autovalores sabiendo que: Tr(J) = —5 y det(J) = —6. Esto significa que los
autovalores son: Ay = 1 y Ay = —6. Como ambos autovalores son reales, se cumple el teorema de

Hartman Grobman y concluimos que el sistema es inestable (punto silla) en P,, debido a que un
autovalor es positivo y el otro negativo.



2. Considere la familia de sistemas lineales:
— ( a 1 ) _
T = T
a a

Primero, determine para qué valores de a el sistema tiene un solo punto de equilibrio. Luego,
clasifique el sistema, dependiendo de los distintos valores de a.

donde a € R.

Solucion

Primero vemos de qué forma son los autovalores asociados. Definimos la matriz A:
a 1
A=
a a
Donde tenemos que:

Tr(A)=2a vy det(A)=d>—ua

Por lo tanto, los autovalores de A son:

M=a++va y X=a—+va

Entonces, para determinar sélo un punto de equilibrio (el origen), se debe cumplir que no haya
un auto valor nulo. Esto se debe a que si tenemos un autovalor nulo, en el infinito la solucién va a
tender al vector asociado a ese autovalor nulo y no al origen, por lo tanto, tendriamos més de un
punto de equilibrio, lo que contradice el enunciado. En el caso de que tengamos autovalores positivos,
la solucién diverge y en el caso que sean negativos, la solucién tiende a cero (origen), es decir, si no
hay autovalores nulos se cumple lo pedido.

Claramente los autovalores nulos son cuando: ¢ = 0 y @ = 1. Por lo tanto, vamos a analizar los
puntos de equilibrio en los casos en que a pertenece a cada uno de esos tres intervalos:

a<0:
En este caso, vamos a tener autovalores de la siguiente forma:

A =—la|+ivl]a| y A= —l|a] —i/]|a]

Los dos autovalores son complejos conjugados, donde Re{a} < 0. Es decir, es estable (atractor
espiral).



0<a<l:

En este intervalo, los autovalores cumplen lo siguiente:

a—+va<0<a++a

— A >0 Yy A2 <0

Tenemos un autovalor positivo y uno negativo, por lo tanto, es inestable (punto silla).

a>1:

Finalmente tenemos que los autovalores cumplen:

0<a—+va<a++a
= AM>0 y A<O0

Es decir, ambos autovalores son positivos, por lo tanto, es inestable (repulsor no espiral).

Nota:

No estan los demds ejercicios, porque eran de funciones de Lyapunov y no entran en el examen.



Felipe Yanez L.

Problema 4

ro= (20 )= (20 ) () ()

Observacién: El punto (0,0) es un punto de equilibrio del sistema, independiente del valos de a.
Esto es verificaciéon trivial del problema.

El sistema linealizado en torno a (0,0) es:

Analizamos los autovalores de la matriz ¢.
—  det(p — Max2) = N4+ A+a

A=1-4«

Ahora vemos los distintos casos:

Caso 1
Si o € (—00,0)J(0,1/4] ie

1-4a0>0 — Ap2sonreales

Sub-Caso 1a

Sia € (—o00,0) ie

1—4a>1 —= XA >0yX <0

Por lo tanto, (0,0) es un punto silla(inestable) para el sistema lineal y el no lineal.

Sub-Caso 1b
Si o€ (0,1/4] ie

0<l—-4d4a<l — M32<0

Por lo tanto, (0,0) es un punto asintéticamente estable para el sistema lineal y el no lineal.



Caso 2

Si o € (0,00) ie

1—-4a <0 — Ai2soncomplejosconjugados

donde

%{)\172} <0

Por lo tanto, (0,0) es un punto asintéticamente estable para el sistema lineal y el no lineal.
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